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332.  —  On  doinir  deux  droUcs  reclaiif/iihiirrs  I),  D'  al  un  crrrlr  C  laïKicnl  à  ces  deux  droilrs. 
i°  /ùivcloj)jje  des  puruhiiles  laugenles  à  D  cf  n  D'  cl  dont  le  foxfei-  décrit  C.  i»  On  mène  par  le  foi/er  d\tne 
de  CCS  pftrnhoh's  des  droites  paralUdes  à  D  et  {)' .  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  nvc  In  direct,  in' 
correspondante. 

1»  Prenons  les  droites  D  et  D'  pour  uxcs  de  coordonnées  ;  réqnation  du  cercle  C  sera 

x^  -h  //-  —  :2R(.T  +  //)  +  R-  r-.  0. 

D'autre  part  une  parabole  tangente  aux  axes  a  pour  (Miualion 

\jux  +  \lv]i  —  1=0 

ou  -        f  =  [ux-hv]i  ^  \f  —  Jiuvxij  —  Q.  (1) 

Écrivons  ([ue  le  foyer  de  cette  courbe  est  sur  le  cercle  C.  On  aura  le  foyer  en  abaissant  du  peint  C\ 
une  perpendiculaire  sur  la  droite 
^  ux  H-  v]i  —  1=0 

fpii  joint  les  points  de  contact  de  la  parabole  avec  les  deux  axes. 

On  a  pour  coordonnées  du  foyer 

"  r 


?/"  -H  V  u-  -+-  t'- 

en écrivant  (juc  ce  point  (>sl  sur  le  cercle  C,  on  a 

o  —  R2(//2  -f-  r-'j  —  m[u  -t-  «)  4-  1   :^  0.  (2) 

Il  faut  donc  trouver  l'cMiveloppe  des  courbes  (1),    u  et  v  étant  liés  par  la  relation  (i). 
On  doit  pour  cela  éliminer  u  et  v  entre  les  équations  (1)  et  {'2)  et  la  suivante  : 

n  ■  >'  ■ 

Cela   revient   à  écrire  que  si    Ton  considère   dans  les  ('([ualions  i^lj  et    -1]    u    et    v    comme  des 
coordoiMK'cs  courantes,  ces  deux  é(piations  représentent  deux  courbes  tangentes. 
Or  pour  écrire  ([ne  ces  (bnix  c'ourhcs  sont  l;ni,i;iMiles,  nous  tV'rirons  la  seconde 

[\\{u  -\-v)  —  \\^  —  2\\hiv  =  0; 

nous  aurons  deux  C()ni(|ucs  tangiMites  aux  deux  axes;  nous  pnuMcns  nu'llrt^  m  t''vid<Mic(^  diux  séuauies 
connnunes  passant  par  l(>  point  (\v  renconln"  (lt>s  eonlt's  de  eoulael 

\\{u-^  v)  —  i        ~  V    w^   ' 

cl  nous  ('criroHs  (pic  1  inic  de  ers  ihoitcs  r>|  lang(>nti'  an  eiMcle  (i). 


gi':omi':tuii-;  analviiqik 


posons      '        \        ,   •    •'•  coiisKicrons  la  secanlc 


l'oiii'  (|ir<'ll(' soil  l;uij4iMilt'  au  CL'i'cIo,  il  l'aul   tiuo  su  ilislaiicc  au  cuulre   (7-'    -7-)   î^<»il   ('K^'l''  ^'n 


'  1 

rayon   --  •   re  i|ui  doniu' 

h  •' h  '/  —  1 

Il  R  _    1 

v/(.r  — aRj='-h(.V  — aR)'     ~   '< 

ou,  en  ■^iinplilianl  et  ou  icniplacaul  (Misuile  n  par  sa  valeur, 

2(.r4-.v)  — R  =  2^/^, 
[2(.r+  //)— R]^— 8.rv  =  0, 


/        \\y     /         RV     R2 


1/envoloppc  osl  un  coi'clo  do  rayon    -— -  lauycnl  aux  doux  axes. 

Ce  rosullal  peut  ôlro  oblonu  plus  aisément  au  moyen  des  coordonnées  lan^cnlicllos. 
LCtpialiou  lantrenliollo  d'une  parabole  taniiento  aux  deux  axes  est 

2/>(/f  +  "îduw  -+-  1i;vic  =  0. 

Son  foyer  est  (ItMermim'"  ]iar  les  doux  équations 

—  2(/.r  +  2^,7  =  U, 

—  ex  —  (hj  H-  /O  =  0  ; 


on  en  lue  .T  =  — Y  '  .'/  =  ~. 77' 

I'-  -t-  (r  1'^  -I-  d- 

olenocrivaul  (pu'  cr  point  osl  sur  le  cercle  C,  on  a 

h'  —  2R/y(c'  +  (/j  +  {c'  4-  d')\\:'  =  0 

ou  {{\d—hf-\-{Re-h)'  =  hK 

On  poul  poser  Wd —  l>  =  1^  cos  o, 

Re  —  I)  ^^  h  sin  o, 

de  sorte  que  Téqualion  de  la  i)arabole  peut  s'écrire 

Rwf  -~  xnv{i  H-  cos  tp)  4-  viv[i  -\-  sin  ç)  =  0. 

I/t'-qualion  tangent iolle  de  l'enveloppe  est  alors 

//••■'i  »<-  +  v^)  —  [{u  -f-  v)ir  -+-  Rî/y]^  =  0, 

ou,  «'Il  divisant  par  nv. 

Wiiv  +  2R//'i  »/  +  v)  +  ±w''  =  U. 
Celte  équation  po'ul  sfciiro 

\ir-h-  (11  -^v)\——  (it--i-c')  =  0; 
l'ih'  ri'[)ii'-;cnlc  nii  ctMwic  ayant  p<»ur  contre  le  ponit  I  —  •  —  1  et  pour  rayon  --. 

2    l.<'>  pDJnls  dont  on  oiii'rclir  le  lieu  sont  les  sym(''lri(|ues  du  foyer  par  rapport  aux  deux  axes  ;  il 

en  résulte  que  le  lieu  clierclié  se  compose  des  symétriques  du  cercle  C  par  rapport  aux  deux  axes. 

E.-N.  BAIUSIE.N. 
M.  I'.  l'APii.ir,  à  iiurarcsl,  a  r(*s»lii  la  iiirMiii'  qii  'sUdm. 
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339.  —  l'^n  1111  poini  V  de  rinfrrsrriinn  de  deux  qvadriques  honiofocales,  on  iw-ve  les  normales 
aux  deux  surfaces  ;  ers  minnalrs  rcuranlrciil  un  même  plan  principal  en  deux  points  Q  et  Q'.  Quand  le 
point  1'  décrit  Finlcrsccliini  des  deux  tiiiadriques,  les  poiiils  ()  cl  O'  di'crivrnl  des  coniques  qui  sont 
polaires   réciproqnfs  par  rapport  à   la  focale  située  dans  /c  plati  jn'incipal  considéré. 

Soient  les  deux  quadruiues  Iioinorucales 

x^  y^  z^ 

■'        ■  -1-0,  (S) 


A  +  X      B+X     (:  +  >, 

x^  if 


A  +  )/      H  -+-  À'      C  +  À 

et   .r^,  /y„,  c^    les  coordonnées  d'un  point    1*   de  leur  intersection. 
La  normale  en  ce  point  à  la  surface   S  a  pour  é(iualions 


v  +  P^-T/-A=*^  (S') 


^^'o  ?/o 


A  +  X         B  4-  X        G  -r  X 

elle  rencontre  le  plan  des  .'•'/  en  un  [juIuI   Q  ayani  [)our  coordonnées  dans  ce  plan 

^^^x^,V^^_  .7.(B-C),  , 

A  +  A  •'  B  -+-  X  ' 

On  aura  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  x^,  ?/„,  :.^  entre  les  é([uations  (1)  et  les  relations 


Ah-X     b+x     c  +  x 

^0         ,         ?/o 


—  1  =  0. 


A  +  X'       B-hX'      C  +  X' 

En  ('limiujujt  d'abord  r-  entre  ces  deux  équations,  on  oblienl 

^g(A-C)  f/o(n-0: 

(A  +  Xj(A  +  X')      (B-hX)(B-hX') 


1  =0; 


(''^  +  '^)x      .  (B-f-X)?/  ,    ,.        ,         .   .  ,. 

puis  (Ml  rcmplacani   x,.  par    -— ;—    et  '/,,   iiar     — — -  ,    on  a  li'  heu  du  point  O  : 

A  —  (a  B  —  C 


(A  — C)(Ah-X')       (B-C)(B  +  X') 

(^c  lieu  est  une  coni(iue  C  ayant  pour  axes  Oc  et  Oij.  On  voit  de  même  cpie  le   lieu  du  point  Q' 

est  la  coni([ue 

■r^A  +  X')  /AB  +  X')  ^^^ 

(A   -  C)(A-hX)"^(B  — C)(B4-X)  ■  ^    ' 

H  lesti'  à  (l(''inonli(U'  (pic  les  (diiiipies  C  et  (",'  sont  polaires  réciproques  [lar  ia[q)(»rt  à  la  l'ocale 

■r^-  ^-r^ 1=0.    '  J^ 

A       c       B  —  c 

Cherchons  la  [lolaire  ri'ciproipie  de  C  par  rapport  à  !•'. 

Tii  [loint  (r',  y']  apparliendra  à  celle  polaire  r(''cipr(Kpi(*  si  sa  polaire  par  lappoil  à  K. 


XX  1/  Il 


est  lanj^cnle  a  C,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


(A  — C)(A-t-X')  x"  iit  — C)(B-f-X'i  ./^  ^  ^  ^ 

A  4-  X        ■  ('a  —  c.f  ''        B  -H  X        ■  ^|{  —  c;»  '    ~    ' 


(.l^)Ml<;ri{lK  ANALYTIQUK 


ou 


a:'«(A  -h  X')  j/'*(B  H-  V) 


I  =  0. 


(A  — C)(A  +  X)      (B  — CXH-hX) 

Cflto  fondilion  o\|iiiiut'  (|iit'  le  pnini    (a',  y')   est  sur  la  C()iii(|uu   C.    Il  en  n-sullc  (|ii('    (]'   csl   la 
jtolain'  ii''c'i|U(>(|ni'  do  ('.  i)ar  iap|ii>rt  ;i   I'. 

Ont  riSolu  i-i'Itc  quosliiiii  :  MM.  lî.  I  hikii",  lyciV-  de  liourii,  cl  C.    Tzitzkica,  îi  liticarcsl. 


F.  TIIÉVKNOT. 


SOU  liO.N  (il'lOMÉTRIQUE 

Soit  r  la  tiaci'  sur  lo  plan  principal  do  la  laiiiicnlt»  au  poiiil  P  à  riidorscclion  dos  doux  (piadii(iues 
S  el  S'.  1.0  plan  i'OT  ost  taiii^ont  on  P  à  S',  cl  la  normale  PQ'  est  lo  lieu  de  ses  pùlos  [)ar  rapporl  à 
toutes  les  tpia<lri(iuos  lioniofocalos.  Kn  particulier  Q'  est  le  pôle  de  QT  par  rapport  à  la  focale  F  du 
plan  TQO  . 

Le  théorème  sera  démontré  si  nous  prouvons  que  TQ  enveloppe  une  coni(pie  el  louche  cette 
conique  au  point  Q. 

Prônons  la  pohiire  réciproque  ï  de  la. surface  S  par  rapport  à  S';  cette  surface  i]  touche  le  plan 
PQT  en  un  point  situé  sur  PQ,  puisque  la  surface  S  passe  par  le  point  P  et  est  tangente  en  ce  point 
au  plan  PQT  et  ([ue  le  pôle  du  plan  PQ'T  par  rajjport  à  S'  se  trouve  sur  PQ. 

On  en  conclut  que  le  plan    PQT   enveloppe  la  développable  commune  li    S'   et    ï,    cl    PQ   est 

génératrice  de  cette  surface,  Or  S'  et  i^  ont  mêmes  plans  principaux,  ces  plans  contiennent  les  coni(pies 

doubles  de  la  développable  ;  le  point    0    di-crit  donc  l'une  de  ces  coniques,  et  la  tangente  en  ce  point  à 

cette  conique  est  la  droite  QT. 

U.  ESCOT,  h  l.abastiilc-sur-Liu'is. 


340.  —  L  >it'  cuiir/jt:  [C]  Ifdcéc  sur  une  sphère  de  rayon  1  est  parcourue  par  un  niobUr  avec  une 
vitesse  éyalc  à  l'unité.  On  considère  cette  courbe  comme  la  directrice  d'un  cône  ayant  son  sommet  au 
point  0,  centre  de  la  sphère  S  sur  laquelle  elle  est  tracée;  soient  CM  une  yénéralrice  de  ce  cône  et  OMj  la 
yènérntrice  correspondante  du  cône  supplémentaire.,  Mi  désiynant  le  point  de  rencontre  de  cette  yénératrice 
rt  dr  la  sphère  S.  Connaissant  la  vitesse  0  du  point  Mj,  calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (C)  au 
point   .M  . 

1. OS  coordonnées  a:,  (/,  c  d'un  poml  .M  do  la  courbe  C  seront  des  fonctions  du  temps  /,  vérifiant 
les  rrlalinns 

a-^H-//--!--^  =  1,  (1) 

x"-\-y'-'^z"  =  i.  (2) 

Lo  plan  tan;.:cnt  suivant  O.M   au  cône  do  sonuiiol  0  et  do  directrice  (C)  a  pour  écpialion 

\     \     7. 


■•'     .7 

x'     y' 


=  0, 


de  surlc  que  la  droite  ()M,  a  [)o\ir  oqualion 

X 


N 


Z 


yz'  —  zy'       zi/  —  xz'       xy'  —  yx' 
Uemaripions  (jue  la  sounno  dos  carrés  des  dénomiualoiirs  est  égale  ii  1,  car 

dp'  —  =.'/')'  -H  (=-^'  —  ^-Y  -H  i^!/'  —  ni-' y  ---^  t-i-'  +  y'  -H  ^'j'-r'''  -I-  '/'■■'  -t-  ;''j  —  {xx' 


'./Il 


')^ 
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cl  en  tenant  compte  des  lelnlions  (  l)  et  (2)  et  de  la  relation 

xx'  +  yy'  +  z'J  =  0,  (3) 

obtenue   en  différcntiant  fl),  on  voit  que  le  second  membre  est  égal  à    1  :    il  en  résulte  que  les 
coordonnées  du  point  Mi  sont 

^1  =  ?/-'  —  -?/' 

(y,  =  ZX-'  —  XZ', 

Zi  =  XI/'  —  yx'. 
La  vitesse  0  du  point  M,  sera  donc  donnée  par  Tégaliti^ 

02  =  (yz"  —  ZI/")-  +  {zx"  —  xz"'f  +  {xy"  —  i/x")'-  =  (x-  -H  y-  +  z^  'x"^  -+-  y"-  -+-  z"^)  —  {xx"  +  ////"  +  zz":-. 

Or  en  dillérenliant  la  relation  f3),  on  a 

x''^  H-  y'^  4-  -'-  M-  Jî--r"  -+-  yij"  h-  :;"  =  0  ; 

on  en  déduit  0^^  +  1  =  x"'^  4-  '/"^  +  -"^ 

■^  1 

La  vitesse  du  point  M  étant  constante,  son  accélération  se  réduit  à  Taccélcration  centripète   —  » 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  G  ;  on  en  déduit 


0^  -h  1 

Augustin   WITZK;,  lycce  Condoroet. 

MM.  Dahiks  et  EscoT  nous  ont  adressé  (raulres  solutions,  reposant  sur  des  eousidératious  iulinilésimalcs  qui  ne  sauraient  trouver 
place  ici. 


341.  —  Elanl  donné  un  ellipsoidii  E  de  centre  0  et  un  point  M.  on  considère  les  sjih'rr\  qui  passent 
par  M  et  sont  circonscrites  à  un  tétraèdre  conjugué  à  E.   Chercher  .- 

■!'>  Le  Uni  des  cm  très   w    de  ces  sphères  ;  ce  lieu  est  un  phin    il  ; 

2"  L'enveloppe,  de  ce  plan  \\  quand  M  carie  en  décriront  une  sphère  concentrii/ui'  n  l  rUi/isiridi'  E,  Caa 
ail  cette  sphère  coïncide  avec  la  sphère  de  Monge  ; 

3°  L'enveloppe  du  jitan    II   quand  M   décrit  un  plan  donné  ; 

A°  La  surface  eui/endrée  pur  lu  droite  A,  intersection  du  plan  polaire  de  M  par  rapport  à  E  '•/  du 
plan   n,   quand  M   décrit  une  droite  jiassant  /lar  0  ; 

rj"  Par  un  point  quelconque  V  passent  une  iufinité  de  droites  A  (/ni  eugeudrent  un  cône  C  ;  trouver 
l'éu/uation  de  ce  cône  ; 

G°  Lien  de  M   quand  A  tourne  autour  de    V  ; 

7°  Enveloppe  "^  des  droites  A  C07itenues  iluus  un  plan  donné,  /.ieu  île    M    ,juuud   A  reste  tangente  éi   1. 


1°  Soient 


x'^       ij-       z'^ 
a^        Ir        c/' 


récpiation  de  r(dlipsoid(>  et    ,»•„,  g^,   :„    les  coordunnécs  du  point   M. 

Pour  (ju'une  sphère 

S  =  a-"  4-  //»  -t-  :'  —  2a.r  —  ^l'^g  —  H-z  -h  o  —  0 

soit  circonscrile  à   un  tétraèdre  conjugno   par  rapport   à    I".    il  laiil    ipit>   le  ooetlieient   de   )    dans   Ir 
discriminant  de  la  fonction     E -t-  XS     soit  nul. 

On  trouve  o  ~  a^  -i-  h*  H-e^ 


(iKOMKTUli;    A.NALYIIUl  K 


I-riivitiis  CM  oiilic  mil'  la  splirn'  passf  par  li-  |i.>iiil    M  ;    nu  ama 

J'o  -^  î/o  +  ;'  -  '-^^"•o  —  -?.'/o  —  -Y"-o  -H  0  =^  0, 
ou  :iu-„  +  ;2p.7„  +  ±(z,  —  {xl  -h  yl  +  zl  -H  fi'  -+-  Ir  +  c")  =  0, 

Cl'  ipii  iii"iilrt^  (|Ui'  11'  ciMiIro  ii,   p,  y)  do  la  splirio  (liTiil  le  plan  i|Mi  a  poiii'  (''(|iialion 

:>a-.r„  +  :2.///„  -f-  :>::„  —  (j-j  -|-  yl  4-  3:i  H-  »-  -i-  A-  -h  r-)  -:  0.  (Il) 

2"  Supposons  (pidu  ail 

ri'(|ualion  tlii  ]ilaii   II   pmil  s'ecrirt' 

±rx^  4-  r^i/.Vo  -+-  i:3o  —  Jl^  +  ^/-  4-  /^^  4-  '-)  =  0. 
Sa  (lislanoc  ;i  l'oiairinc  est 

li-4-"- 4- /-'-4-''- 

on  on  conrlnl  ipn^  ci'  plan  l'iivrloppc  nuo  sphrro  (•■•iiccnlriquo  ;i  Tollipsoido  ot  ayant  pr>nr  rayon  collo 
dislanoo. 

Si  la  >pliôre  (|uc  dcciil  le  point  M  osl  la  splirrc  de  .Monijo,  on  a 


R  —  ^/fl/'  -+-  h-  4-  c', 
ol   l'on  Noil  {[ur  le  rayon  de  la  split-ro  onvolo])p('  du  plan    II    osl  ('-gai  aussi   à     \^(r  ~h  fr  ~{-  c-  ',      il   on 
résullo  quo  celle  onvolopjio  osl  la  splioro  do  M(»ni;o  olle-niôino. 

3"  Supposons  (pi'on  ail 

/•=  Aa:,4-%,  +  C:o  +  D-0,  (1) 

Toqualion  du  plan  il  otanl 

o  =  ^2tx,  4-  iyyo  -+-  2::„  -  {x^  4-  ^^  +  ^^  +  ,,2  _^  /,2  ^^  ,,^  ^  q_  (^^ 

On  aura  l'onvoloppo  de  ce  plan  en  éliminant  j-„,  ?/„,  z^  entre  les  équations  (1),  {-2}  et  les  suivantes  : 

'     0    J^A)    JJ[0 

^'0  '"0  ^^0 

Ces  dorniéres  pouvoni  s'écrire 

0,"      Xq        y       Y„        :       -„  _ 


A  li  C      ' 

on  en  lire,  en  désignant  ces  rapports  par     —  /, 

x^  =  A).  4-  a-,  ?/„  =  Ba  +  ?/,  ;„  =  CÂ  4-  :■  ; 

en  transportant  dans  les  équations  (1 ,  et  (2),  on  a 

f  A^"  4-  B^  4-  C*)X  4-  Ax  4-  Uy  4-  C:  4-  D  =  0, 

a-2  4-  y'  4-  :■'  —  >>'(A^  +  B^  4-  G*}  -  {a'  4-  ^=  +  c^  =  0. 

En  éliminant  /   outre  ces  deux  équations,  ou  a  Téqualion  de  l'enveloppe 

,        2/2/2        '        (Aa^4-Bv  +  Cs4-D)^       „ 

Sous  colle  forme,  on  voit  que  celle  surface  est  le  lieu  des  points  dont  la  dislance  au  plan  donné 
csl  égale  à  la  longueur  de  la  tangente  issue  de  ces  points  à  la  sphère  de  Monge  ;  il  en  résulte  que  celte 
surface  est  un  paraboloïde  di'  n'-volulion  dont  l'axo  passe  par  le  puint  0  ol  est  perpondiciilaire  au  [)lan 
donné. 

On  pt'ut  <d»lenir  aisément  l'équation  taugentiellc  d(!  ce   j)aral)(doi(lo.  lin  idiiililianl   les  deux  t'(jua- 

lions 

<2xx,  4-  2v.v„  4-  3z:.,  —  (x^  4-  yl  -+-  ;?,  +  a'  -f-  />»  4-  c')  =  0 , 

iix  4-  vy  4-  "•:  4-  /■  =  0, 
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'>o       -Vu       -.  -ï-;;  + //^  +  =^  +  «' +  ^' + 


U  V  II'  /' 

éliminons  x^,  î/^,  ^o  entre  ces  (''(jualions  et  la  suivante  : 

Aa-fl  H-  Hvo  H-  C:;^  H-  D  =  0  ; 
on  obtient  sans  ditficultc 

r3i(„2  _|_  ^,2  _^  ,,.2^  _^  ,^„  ^  i{„  ^  C/r)'(  Aï;  +  Bv  +  C?r)(a2  H-  /^^  -i-  c^)  —  2D/-]  —  0. 
On  reconnail  l'équation  tangenticllo  d'un  paraboloïdo  de  révolution  dont  le  foyer  a  pour  (Viuatinn 

(Aw  -h  Bv+Cir){a'  +  //'  +  rj)  —  21)y  =  0. 
et  dont  l'axe  a  pour  paramètres  directeurs  A,  H,  C  (*). 

4"  La  droite  A  a  pour  équations 

^  +  -^-^7^-^="'  (3) 

'Ixx,  4-  2(/?/o  -H  ^=^u  —  (^5  +  Vo  +  -S  +  ^'  +  ^'  +  ^')  =  «• 
Si  l'on  désigne  par   /,  »»,  //   les  paramétres  directeurs  de  la  droite  passant  par  l'origine  que  doit 
décrire  le  point  M,  on  aura  le  lieu  de  la  droite  a  en  éliminant  x^.  ij„.  z^  entre  les  équations  (3)  et  les 
équations 

"^U   ?/o   ^ 

/         m        n 
On  obtient  aisément 

(r^+f  -  f)  [(«■  -  '•'  -  ''€  -1-^)-  ^('^ + ""/  -  "=■']  -  "*  -  '"'  -  '"'  =  "■ 

Cette  équation  représente  un  cylindre  hyperboli(iue  dont  les  |)lans  directeurs  sont  mis  en  évidence. 

5°  Soient    a',  */',  z'    les  coordonnées  du  point   P;   écrivons  que  la  droite   A   passe  par  le  point    P; 
on  a 

a-  /r         c-  (4) 

2i'a-„  -H  2/y'(/o  +  2:'2„  —  (.r,^  +  ijl  -i-  :^  -|-  n'  +  //^  4-  r'^)  ^  0. 
On  aura  l'équation  du  lieu  de  la  droite  A  en  éliminant  x^^,  ?/„,  ;„  entre  les  é(pialions   3)  et  (4). 
Vax  retranchant  les  ('quations  (4)  respeclivfMuent  des  équations  (3),  on  a 

^'o(a^  -  ^•')  _^_  .'/u(.'/  —  .y')  _^  ^o(^  — ^')  ^  ^) 
«'■^  h-  c- 

x^[x  —  x')  +  ii^iij  —  y')  +  :„(;  —  :')  =  0, 
d'où  l'on  tire 

^o(^'  —  ■^- )  _  VoiU  —  u')  ^  =()(=  —  =') . 

l_i        1-1        i_l 


(*)  l'.ii  ottVt,  iimir  (]ii'uii  iiliiii     I'  {iir  -h  r//  ~h  wz  4-  r  =:  0)     soil  liiii^'cnl  ii  un  paraimloinlo  ilc  nWolulioM  nyaiil  ii'>ur  fuycr  un  |>oiii( 
l''(a,  p,  r)  l'I  pour  plan  lanficnl  au  soninicl  un  plan     l'„  »o»'  +  '',,1/   t-  H'o-    *~  ''»"*•     ''  tant  t'I  il  siiMil  ijuo  K'  plan  I»  soil  |iorpcmliruluirc 
au  pian  passant  par  lp  poinl  F  cl  par  l'inlcrscclion  des  pians  P  ol  !*„. 
On  Iruuvo  ainsi  la  condition 

„         ,,  ,  _  (UIIq  -t-  VOq  -4-  Wl(',)(Ha  -f-  t'P  -H  M'Y  -+-  »•)  _  ,^ 

Mja -+- DoP -f- M'oY -+- r,  "    ' 

(|ui  csl  l'i^iination  lani^cnlii'llc  du  ])ai'al;oli>ïdo. 


(^.r.OMKTHiR  ANAi.vnuri-: 


on  a  aii\si  (lt>s  valonrs  piopoi'lionnolh^s  à   a*,,,  i/^,  c„  ;    on  les  traiispuilcra  dans  uni'  (''(nialiuu  lioniogr'nc 
oliti'iiiit'  l'ii  coinhiiianl  h's  iMUialioiis    'i \  c'osl-ii-dii'c  dans  l'iMiualion 

(2a-'x„  -4-2.v'Vo  4-  2=-„)^:^:^  +  ^  -+-  '-^)  -  [u-  +  j/.l  4-  -)  +  (a^  +  />^'  4-  c-)Ç^^"  +  ^^°  +  '-^)'=  0  ; 

on  ('hlii'uilia  ro(|ualion  d'un  côw  du  (jualrirnif  degré. 

6"  Le  lit'u  flioiolic  a  piuir  t''(|nali()iis  U's  é([uali()ns  (^4)  où  l'on  y  considère  x^,  //„,  z^^  comme  coor- 
données courantes. 

I.a  juenurre  roprosenle  un  plan,  la  deuxième  une  sphère  :  le  lieu  esl  un  cercle. 

7"  Considérons  loules  les  droites  A  ([ui  se  trouvent  dans  un  plan  domu'  (V 

ii'x  -+-  L-'ij  -+-  ir'z  -\-  r'  =  0  ; 

nous  allons  chercher  l'écpiation  tangentielle   de  Tcnveloppc  de  ces  droites,  c'est-à-dire  la  condition 

pour  ([u'un  plan  O 

HX  -+-  et/  -+-  wz  +  /'  =  0 
rencontre  le  plan  0'  suivant  une  droite  A. 

11  faut  pour  cela  qu'on  puisse  déterminer  des  nombres  ).,  X',  p,  ,a'  en  sorte  ([u'on  ait 

TT  IIU  Z' 

l{ua-  -+-  vy  +  H'z  +  r)  +  l'{ii'x  +  v'y  -h  <r'z  +  /•')  =  -Ji  +  4(^  +  ^  _  1 , 

(r  Ir  c' 

\l[ux -h  vy  -h  wz  -h  r)  -\-  -/( u'x  -\-  v'y  H-  w'z  +  r')  =  '^xx^  -\-  'iyy^  +  2zZo  —  {xl  +  y"-  -h  z"^  +  a^  +  //^  +  c^). 

On  en  déduit  les  égalités 


II- 


Iv  +  \'v'  = 


!Jo 


Iw-hl'ir'  =  ^, 


[iiv  -+-  iJ-'/r'  =  2Zg , 


Ir  +  l'r'  =  -  1 ,  .ar  +  iJ-'r'  =  —  [xf,  -t-  tjl  -+-  z-l  +  cû  + //' -h  c'). 

En  t'iiminanl  >.  À',  ;ji,  jji',  Xq,  ?/q,  Zq  entre  ces  équations,  on  aura  l'équation  tangcntielli;  do  Tcn- 
VCloppe. 

Les  trois  premières  équations  de  chaque  groupe  donnent 

;  v  -- 

(  l'- 


on, en  posant 


on  en  lire 


■h 
h' 


0, 


ÎV 


0, 


A  =  vw'  —  wv',  B  =  ini' — uir,  G  =  iiv'  —  vii\ 

a'  "^   h'  ~^  c'    ~     ' 
Axo  +  B.Vo  4-  C^o  =  0  ; 


B.V„ 


AXn 


1111  11 


//■'        r-' 


a^       />» 
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ou 


Portons  ces  valeurs  dans  les  deux  équations 


•h 
—  1 


0, 


^. 


(xi 


Ir 


=  0 


.'/(i  +  -«  H-  ^'"  H-  '^'  +  >") 

et  éliminons   /<   entre  les  deux  équations  obtenues;  on  a  une  équation  du  quatrième  degré  par  rapport 
à  w,  r,  H',  /•  qui  est  l'équation  tangeulielle  dune  courbe  de  quatrième  classe. 

On  aura  le  lieu  que  décrit  le  point  M  quand  a  rcsle  dans  le  plan  Q',  en  écrivant  que  les  trois  plans 

u'x  H-  v'ij  -\-  w'z  +  r'  =  0, 


"ixxo  -f-  iv?/G  +  -"^0  —  (-^0 
passent  par  une  même  droite. 
On  a  les  deux  conditions 


^-1  =  0, 


/y2  +  C-)   =  0 


?/o 
h' 

î/(. 


OU 


/('' 

W 

y' 

/■' 

'■0 

r^    0, 

X, 

6^ 

—  1 

-0 

-^0 

'-^î/o      —  (-^'o  +  ?/o 

-f-:;g  +  a2-^//-+-o2) 

"'.'/o-o( 

1              l\ 

+  v'z,x 

(i- 

-,7)  +  -'^«?/o(;f. 

-^)-. 

=  0, 


-'''■'M^^  -j?)-^  -^^"''/»  -  "''■")  ~  ^"^^  "^  •'/»  "^  '•" + ''' + ^'  "^  ''''l'if^  ~  1^")  ^  ^' 

Le  point  M  décrit  donc  l'intersection  de  ces  deux  surfaces,  dtmt  la  première  est  un  cône  du  sei'oud 
degré  (jui  contient  les  trois  axes  et  la  seconde  est  une  surface  du  troisième  degré;  ces  deux  surfaces 
ont  en  commun  l'axe  0:,  et  la  projection  de  leur  inteisection  sur  h?  plan  des  xy  est  du  quatrième 
degré . 

Remanpions  en  terminant  que  rens(Mnble  des  droites   A   conslitu(>  un   complexe  du  quatrième 

ordre  dont  on  pouirait  avoir  l'éciualion  en  coordonnées pliickèriennes;  on  en  dt-duirail  aisémeni  le  eone 

et  la  courbe  du  complexe  relatifs  à  un  point  ou  à  un  plan. 

ni(;ON.  il  Nimos. 


342.  —    Troitcrr  Ir  lien    (Irs  foifcrs  îles  srclions  ftiili's  ildiis   nu  ptiitihiiliiiilr  jKir  ilrs  jiliiiis  imsstiul  pur 
une  droite  fixe  jxirallrlr  à  l'itxr. 


Soient 


1/  —  /y  —  0,  :  —  c  =  0 

les  é(piali(ins  du  par;d)()l(iid('  ci  di>  la  droite  lixe  donnée. 
Soi!  un  plan  (pudconquc  passant  pai'  la  droite 

7       /'       ///(;  —  c)  =  0  ; 


10  ^,I^OMl^TI;Il•;    \N\i.vTiori-; 


ce  pl;m  C(>ii|M'   lo  |tatal>oIoï(li'  sni\:iiil  imc   paralmlt',  doiil  li'  lover  s'obliondra  on  é(:ri\;\nl   (|M('  le  cciiic 

circonscrit  an   paraboloulc  avant  |Mini-  Minuncl  ce  poinl  csl   conpc  par  lo  plan   S(5can(   snivani   deux 

(Iroiti's  isotropes. 

Hii  (|.\ra  (lune  a\itir  d'alxtrd,  a,   3,  •;  dt-sif^nanl  les  coordonnées  dn  l'uyer, 

'^-h-m^-(-r)  ^0;  (I) 

en  nuire,  il  lanl  eeiire  ipie 


est  divisilde  j»ar     //  —  niz. 

On  remplacera  ponr  cola  7  par  ///:  et  on  iV-rira  qne  le  n'snllat  est  idenliciuenieul  nul  en  x  et  :. 
On  tionve  aisément  S  =  i, 

—  +-  =  0,  2) 

/'         7 


(  — -+-  — V  — -h--  'Ix]  -h(>n'-j-\)  =  0.  (3) 


On  auiaii  le  lieu  du  lny(>r  en  éliminant  m  entre  les  t'(iualions  1  l),  (2)  et  (i};  ;  il  sera  pr(''IV'rable  do 
rési»nilre  ces  trois  équations  par  rajjport  à  a,  Ji.  -/  ;  ou  aura  les  coordonnées  d'un  poinl  du  lieu  en 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  ce  qui  montre  ([uc  le  lieu  est  une  courbe  unieursah». 

On  rt'sout  d'abord  aisétncnt  les  équations  (1)  et  (:2)  par  rapport  à  ^  et  •;;  l'équation  (3)  donne 
ensuite    a. 

{h  —  inc)'  4-  pq[m'^  -+-  1) 


(  »n  trouve 


qm'^  -f-  p 


^  p{h  —  me 


Y  = 


r/m-  -h  p 
f/m{h  —  nie] 


qm-  +  p 

On  Voit  ainsi  (|ue  le  lieu  est  une  conique;  c'est  une  ellipse  si   p    et    7    sont  de  même  signe,  c'est- 
à-dire  si  le  paraboloïde  est  elliptique;  c'est  une  hyperbole  si  le  paraboloïde  est  hyperboli(iue. 
On  pomTail  faeilemont  trouver  le  plan  de  la  courbe  et  ses  éléments. 

AUDIBKUT,  il  Marseille. 
Autre  solulioii  par  .^I.  llriioN    .Ninics.) 


343.  -  hlnnl  (Iniiiii-  Uil  si/slriiir  ih-  ij^kkI miiifs  hoiiiiifnrn h's  ri  ini  pninl  1'  ildiix  rrspdcc^  fli''t('i'- 
miinr  ; 

1°   A''  lii'ii  i/cs  projcldiili's  (lu  /loiiil   1'  sur  SCS  phnis  pohitrc.s  par   riipporl    mi.r  ijinidrKiin's  du  sijslrmc  ; 

'1"  Lf  lii'u,  ii-hilivninmt  à  ('uni'  quclronqni'  ilrs  qnadviqnes,  tirs  ilroilrs  qui  jxissi'nl  rn  |»  ri  s())il 
perpendiriilaires  sur  leurs  polaires  ; 

3'   A''  lit'n  ilrs  iioniifiles  virnrrs  dr  P  à  loitles  les  quaJrii/iirs  données  • 

'1°  /.r  lii'U,  rrifilirriiiriil  à  l'itnr  qiiclronque  dos  {jundriqnes,  drs  droites  passiint  ni  V  ri  ijui  sn/it  Irlirs 
qni'  1rs  nortiin/rs  uni'  pninls  ilr  riiiilocl  drs  jjhins  Inuf/riils  menrs  par  rlitinnir  d'rllrs  smil  diiiis  un  inrnie 
plan  ; 

o"  Ij'  lira,  rri/ilirriiiriil  u  finir  iiiirlroitqiir  drs  ijinid riqnrs,  drs  droih's  piissinil  rii  P  ri  Irlirs  qui' 
l'iiiir  drs  srrliiins  fiiilrs  pur  1rs  plmis  piissmil  pur  In  ilrnilr  nil  rrllr  diiiilr  pniir  ii.rr. 

(m  Irouvrrn  pour  Ions  ers  linir  un  nirnir  ei'mr  rqnilnlrre  du  srcond  ordrr    1".    /;.i pliqnrr  ponrqnnl. 

Montrer  que  (n  section,  par  nn  jilnn  prinrijnil,  dn  rùnr  V  rsl  l'In/prrl/idr  d  Apnllnnins  rrlnhrr  n  In 
focale  des  quadriques  située  dans  rr  pinn  ri  n  In  projreliini  dn  pnini   V,  soninirl  dn  rùnr^  sur  rr  phin. 
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Chorchons  d'abord  le  lieu  des  droites  qui  passent  par  le  point  P(c.,  ?,  •()  el   qui  sont  porpendicn- 
laires  à  leurs  conjuguées  par  rai)poit  à  la  quadrique 


I.a  droil(^  conjumire  de  la  droite 


.r'       y'       z^ 
A       H        C 


X  —  a         !/  —  '^ 


(A) 


a  pour  ('quai ions 

A  ^  B        G 

—  H i-\ =  (  )  ; 

ABC 

pour  que  ces  droites  A  et  A,  soient  perpendiculaires,  il  faut  qu'on  ait 


=  0, 


ou 


X 

^ 

V 

X 

B 

G 

/ 

m 

// 

A 

T 

G 

/ 

m 

11 

a 

1 

'( 

/ 

m 

II 

A 

B 

G 

i 

i 

1 

00  (|iii  doune 


0, 


-  (B  —  G)  4-  ^  (G  —  A)  -i-  -i-  (A  -  B)  =  0. 


Par  suite,  1(>  lieu  do  la  droile  A  a  pour  équation 

3 


-^(B  — G)  +  — ^(G  — A)+^^  (A  — B)  =  0. 


(^.i 


(n 


Gelte  équation  r(>présente  un  rùnv  étpiilatère  (pii  contient  les  parallèles  aux  axes  menées  par  le 
point  P. 

Ge  C(')ue  est  le  mi'nie  pour  toutes  les  (|uadri(pies  honii)l'ocales  à  la  (piadriipie  donnei>  ;  nous  allons 
établir  (|u'il  conslitui^  le  lieu  de  toutes  les  droites  eonsidi'rees  aux  dillér(Mits  nuineros  delà  i|ueslitMK 

1»  Soit  nue  droite  PA  perpendiculaire  au  |)Iau  polaiie  (J  du  poiul  P  par  ra[qtorl  à  uiu>  (piadri(|ue 
de  la  s('rie.  i.a  droile  conjurée  de  PA  l'sl  dans  le  plan  O  ;  (die  esl  d«uic  pci  pendieulaire  à  P.\,  ce  (pu 
prouve  (pu'    PA  est  sur  le  ci'ine   T. 

3"  Soit  une  normale  l*B  à  l'une  des  qua(lri(pM>s,  B  étant  le  pied  d(>  eello  normale  ;  la  droite  conju- 
giu'c  de  PB  est  dans  le  plan  lancent  en  B  ;i  la  (piadrique  ;  ell(>  est  donc  p(Mpendi<Milaire  ;i  PB  ;  PI5  est 
sur  le  i-ànf  1". 

4"  Menons  par  une  droile  P(".  des  plans  l;m,i;cul->  à  lune  des  (pia(hi(pn'>  ;  soitMd  M  il  M  les  poinis 
deconliel.  Si  les  normal(>s  en  M  et  M  à  ces  plans  lan.::ruts  se  renooiUi'eiU.  1(>  pl;ni  d(' ces  deux  nor- 
males esl  perpendieulaiic  à  l'iiderseeliou  PC.  des  deux  plans  t;uiu(>nts  ;  il  (>n  rcsnllo  (pu-  la  droile  MM. 
droite  eonjuj:;u("e  (l(>  PC,  ol  pei  pendieulaire  à   PC  ;    VC.  l'^l  donc  siu'  le  ct'uie  I". 
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5'  Siippo^^dtis  (nrmip  (lioil(^  PI)  soil  nxo  do  la  roni([uo  soclion  d'nno  qnadrifim»  pai-  tin  |»l:in  0  V^^- 
s;iiil  |i;ir  IM>  ;  >-i'it«iil  A  cl  A  Ir-^  soimiu'ls  de  hi  coiiHjUO  (lui  sniil  silui's  sur  IM)  ;  les  |il;iiis  laniicuts  ;i 
la  i|iiaiii  iqut'  eu  A  t't  A'  coiiliiMiiuiil  les  l,m,L:iMilrs  ;i  la  foiii(|iic  en  A  cl  A',  cl  coimiic  ces  iaii^cnlcs 
sont  pcrpcndiculaiios  à  PL),  il  eu  rcsullc  ([uo  rialersoclion  dos  deux  plans  lauLKiuls,  c'est-.à-dire  la 
droite  eoujuguée  de  Pi)  est  pei-|MMulieulaire  à   PI)  ;    PI)  osl  donc  sur  le  eùno  r. 

On  peut  d'ailleurs  (Mahlir  la  reciproipic  cl  nmuhMM'  (pu'  liiul(^  gt-iK-ralriee  du  c<'in(!  !',  c'est-;i-dire 
toute  drt>ile  passant  par  le  point  P  et  pcri)endiculaire  à  sa  conjujiui'o  pai-  rapport  à  toutes  les  surfaces 
honiol'ocales,  peut  être  considérée  comme  l'une  dos  droites  indiciuécs  dans  les  dillérentcs  parties  de  la 
quoslion. 

Soil  une  droite  PA  pcrpondii-ulain>  ;i  sa  conjuiru(''c  A,.  Menons  par  A,  un  plan  Q  j)erpendiculaire  à 
I^A.  locpiel  rencontre  celle  dioilc  en  un  [loiul  A.  l,c  lieu  des  pôles  du  plan  O  par  ra])port  à  toutes  les 
surfaces  liomofi>cal(^s  est  une  |)cr|)endiculair(^  à  ce  plan;  or  puisipie  A,  est  la  coujui;u(''(^  de  PA,  il 
existe  une  surface  du  faisceau  pi^ui'  huiudlc  P  est  le  pt'ilc  t\u  plan  O  :  il  eu  i('sullc  (pu'  le  lieu  des  pôles 
du  plan  O  j)ai' rapport  à  toutes  les  surfaces  liomofocales  est  la  droiliî  PA,  et  (pie  jjar  suite  il  existe  une 
surface  tangente  en  A  au  plan  Q. 

On  voit  aussi  que  la  droite  PA  jouil  des  propri(''tés  énoncées  aux  numc-ros  1"  et  15°. 

En  outre  les  plans  tangents  menés  par  Pa  à  l'une  des  (piadriques  ont  leurs  points  de  contact  sur  A,; 
les  normales  en  ces  points  sont  donc  dans  le  plan  0  et  par  suite  se  rencontrent. 

Enlin  le  plan  passant  par  la  droite  Pa  et  parallèle  h  A,  coupe  l'une  quelconque  des  quadriqucs  sui- 
vant une  conique  ayant  Pa  pour  axe,  puisque  les  plans  tangents  menés  par  a,  à  cotte  surface  ont 
leur-  points  de  contact  sur  Pa  et  rencontrent  le  plan  sécant  suivant  des  droites  peri)(>ndiculaires  à   l^A. 

11  en  résulte  bien  que  le  cône  r  est  le  lieu  géométri(iuo  de  toutes  les  droites  dont  on  a  parlé. 

Fnlin  parmi  toutes  les  quadriqucs  liomofocales,  considérons  celle  (jui  se  réduit  à  la  focale  située 
dans  un  plan  principal  ,rO//. 

Les  normales  issues  de  P  à  cette  locale  sont  sur  le  cône  r  ;  donc  la  trace  de  l'  sur  .rOy  passe  par 
les  i)icds  des  normales  menées  de  P  à  la  focale,  c'est-à-dire  par  les  pieds  des  normales  à  cette  focale 
issues  de  la  projection  de  P  sur  le  plan  xOy,  et  comme  la  trace  de  r  sur  R  est  une  hyperbole  équila- 
tère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  Oa?  et  à  O//,  on  en  conclut  que  la  trace  de  r  sur  le  plan  R 
est  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la  focale  située  dans  le  plan  xOy  et  à  la  projection  de  P  sur  ce 
plan. 

J.  L.,  à  Douai. 

Autres  Solutions  par  MM.  Cihatien,  lyiY-e  Sainl-Louis  ;  .Moiiiai:,  iycrc  Saint-I.oiiis  ;  I!.   I.ec.oi  viuia  :  V.  'I'iikvinot. 


l;i:.M.\nQUES  sur   LI-    IMIOBLÈME   DI     concours  général  (189i) 


La  solution  indiquée  dans  h-  ti"  d'.Aoùl  de  la  Revue,  ne  donne  des  démonslralions  j^éoinétriques  que  pour  les 
(irtix  prciiiirrt's  parties  de  la  ipicstion.  N'oie!  quchiues  considérations  ipii  pcnnclti-oiil  de  compléter  celle 
solution  : 

Transformons  par  polaires  réciproques,  comme  M.  (iilbert  1  imlirpic  dans  la  2"  partie,  la   ligure  où 
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Ton  cnvisa-c  rhypocycloïdo  à  trois  rebroussemonts,  mais  en  prenanl  le  cercle  C  pour  cercle  directeur. 

I/liypocycloï(le,  qui;  je  représenterai  par  la  lettre  1, 
devient  une  cubique  admettant  le  point  C  comme  point 
double  isolé,  et  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  droites 
isotropes.  En  outre  celte  cubique  admettra  trois  points 
d'inflexion  à  Tinflni  dans  les  directions  pp',  pp\  p'p\ 
indiquées  par  les  trois  côtés  du  triangle  équilatéral  que 
forment  les  sommets  de  l'hypocycloïde.  Les  tangentes 
inllexionnelles  sont  évidemment  les  polaires  par  rapport 
au  cercle  G  des  trois  points  de  rebroussemenl  a,  ;i,  -;. 
Ces  tangentes  sont  les  asymptotes.  Cela  posé,  comme 
M.  Gilbert  Fa  encore  fort  bien  indiqué,  la  seconde  partie 
du  problème  revient  à  la  suivante  :  «  Étant  donné  un 
point  rf,  on  mène  les  tangentes  de  ce  point  à  la  cubique 
et  Ton  considère  la  conique  Ci  passant  par  les  quatre 
points  de  contact  et  le  centre  C  du  cercle  directeur  ; 
démontrer  que  si  cette  conique  Ci  est  tangente  à  une 
droite  L,  le  point  cl  décrit  une  coni({ue  C^.  » 

Sans  répi'ter  la  démonstration  de  cette  partie,  rap- 
pelons simplement  que  la  conique  Cj  lieu  du  point  d 
est  appelée,  d'après  M.  Salmon,  la  conique  polaire  de  la 
droite  L.  Rappelons  aussi  qu'une  telle  conique  peut  être  envisagée  comme  l'enveloppe  des  droites 
polaires  des  dillércnts  points  de  la  droite  L,  polaires  prises  par  rapport  à  la  cubique  a  transformée  de 
l'hypocycloïde  S,  et  aussi  comme  Ip  lieu  des  pôles  de  la  droite  L,  par  rapport  aux  coniques  polaires  de 
tous  les  points  do  L.  fPour  la  démonstration,  voir  Salmon,  7'railr  dr  iirainrlrii'  niiah/liijiir.  C()url)es  du 
.'{"  ordre.) 

Ces  deux  délinitioris  de  la  conique  Co  vont  nous  servir  dans  la  '.i"  partie  du  problème. 

3°  Supposons  que  cette  conique  Co  se  réduise  à  deux  droites  F,  K'  qui  se  coupent  en  un  point   m  : 

Cbercbons  l'enveloppe  de  la  droite  L,  ainsi  que  le  lieu  du  point  w  et  l'envtdoppe  dos  droites  K,  F'. 

Si  la  conique   C^  se  réduit  aux  doux  droites    F,  F',   comme  ollo  est  l'onveloppe  des  droites  polaires 

des  points  de    L,    ces  droites  polaires  doivent  se  confondre  avec    F,  F'  ou  passer  par  le  point    c»;    or, 

d'une  manière  générale,  si  dans  une  courbe  algébrique  d'ordre    //;    la  droite  polaire  d'un  point  M  passe 

par  un  i)oint    <•),    ce  point  M  décrit  laprcmière  polaire  du  point   (o    :  dans  le  cas  actuel  co  théorème 

montre  que  la  conique  polaire  du  point  w  contient  la  droite  L  :  donc  cette  coni(|uo  polaire  se  dt''oompose 

en  un  système  do  deux  droites  dont  l'ail  parlii'  la  droilo  L  :  d'oi'i  il  suit  déjà  que  lo  lieu  du  point  o  est 

la  llessienne  do  la  cubi(iue  a. 

D'un  autre  côté,  si  nous  prenons  les  ooni(pios  polaires  do  l'une  dos  diMix  droites  !■'  ou  I'  jKir 
l'appoil  à  la  cul)i(iuo  t  ilo  nu)l  conique  [lolairo  d'une  droilo  èlani  ici  pris  dans  racoc[ilion  indiqui'i'  plus 
haut],  ces  coni(|uos,  on  lo  sait,  sont  tangentes  à  la  droite  L  ;  de  plus,  files  ont  quatre  points  ccunnnins 
qui  sont  les  (juatrc  pôles  de  la  droite  F  (ou  F)  par  rapport  ;i  la  cubi(iU(>;  un  tel  faisceau  de  coniques  ne 
peut  avoir  une  tangente  commune  fixe  L  que  si  coltt^  droite  (>st  tangente  à  loulos  les  coniques  en  un 
même  point  :  nous  concluons  de  là  (jue  les  ooni(|U(S  polaires  des  points  de  la  droite  F  (ou  V)  sont 
tangentes  entre  elles  en  un  i)ointde  la  droite  \.  et  taugtmles  à  colle  droilo  :  co  raisonnement  revient  à 
dire  ((ue  deux  pôles,  au  moins,  de  la  droilo  F  (ou  F')  rolativomont  à  la  cubit|uo,  sont  oonf»»ndus  sur  L. 
Or  nous  savons  d'une  manière  gcncralc  (|uo>i  les  lu'oniirros  polaires  dos  [toints  d'une  droilo  par  rapport 
à  une  courbe  d'ordre  /;/  sont  tangentes  en  un  point  o>\  ootlo  ilroilo  onvoloppt'  la  SloiiuMii'nuo  do  la 
Courbe.  Dans  lo  cas  actuel,   les  droites    F    et    F'   onvebqtponl  (buio   la  StoinoriiMmo  de  la  cubi(|Uo    -, 
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laqiu'lli'  Slt'iiii'rit'iiin'  rsl  coiiIoihIih'  awv  la   lli'ssit'iiiir.  Donc  les  didilcs    I'    ri     I'     smil    laii^'i'iilfs   ;i   la 
mi"'iiii>  culthiut*  l'I  vii'Miiciit  so  couper  ciicdi'c  siif  ccllr  (Mil)i(|iic  en  un  |Hiinl    o. 

Hcclicicliiins  l'enveloppe  de    I.. 

Nous  avons  \n  plus  haiil  ipir  la  (•oni(|ue  polaiii'  dn  p(unl  (o  se  décompose  en  d;'ii\  dioih's  donL  l'ail 
partie  lu  droili'  !..  Nous  savons  que  pour  une  culinpii'  -  l'enveloppe  des  eoni(iues  iiidaircs  réduites  à 
deux  droites  ol  une  eonrhe  de  ."5"  classe  aiipelt'e  la  (lavlrvenne  de  la  cubicpu'.  Or  toutes  les  conitpios 
p()laires  des  points  i]u  plan  [)assenl  par  Ir  poini  donlilr  C  de  la  cubique  a  :  il  esl  donc  évident  ((uo  ce 
pt)iul  l'ait  partie  de  la  (layloyonne  et  que  idle  courbe  sr  icdnil  à  une  coui(|ue  :  en  outre  les  tangentes 
issues  (lu  point  C  à  celte  conique  sont  les  taniicnles  à  la  cubi(|ue  ^  en  ce  poinI,  puiscjne  ces  deux 
tangentes  constituent  une  conique  polaire  impropre  :  or  ces  deux  taniicntcs  sont  les  droites  isotropes, 
donc  le  point  C  o>\  lover  de  la  conicpic  Cavb'venne  :  d'ailleurs  la  Caylevenne  est  encore  tangr'nte  aux 
trois  asynq)loles  inilexionnelles  de  7,  les(|U(dles  asymptotes,  d'après  ce  (\m  a  (dé  dit  [dus  liant,  forment 
un  triangle  éiiuilaléral  de  centre  ("..  11  re?-ull(>  donc  en  délinitivc  de  ce  raisonnement,  que  la  conique 
Cayleyennc,  enveloppe  de  la  droite  I.,   est  un  cercle  concentrique  au  cercle  directeur  G. 

Il  est  facile  de  transporter  ces  résultats  à  la  figure  primitive. 

Observons  que  le  cercle,  enveloppe  de  la  droite  L,  et  concentrique  au  cercle  directeur  G,  est  la 
coiiiipie  polaire  de  la  droite  de  l'infini  relativement  à  la  cubicpie  <s.  M.  Salmon  indique  encore  comme 
définition  d'une  Udle  conique  les  trois  suivantes  :  «  1"  c'est  l'enveloppe  des  diamètres  de  la  cnbiciue  ; 
:2'' c'est  le  lieu  des  centres  des  coni(iues  diamétrales  de  la  cubifiue  ;  3"  c'est  le  lieu  des  points  dont  la 
conique  pcdaire  est  une  i>arabole.  »  Pour  une  cubique  gi-nérale,  cette  conique  n'est  autre  chose  (jue 
ri'llipvr  maximum  in-^crilc  dans  le  triangle  l'orme  par  les  asymptotes. 

A.  l'A(;i":S,  à  Montpollior. 


CONCOURS    DE   1894   {Sm/c) 


KCOLE   GKNTIIAI.K 
(Deuxième    session.) 

Gpomctrie  Annh/tirpir. 

368. —  On  donne  deux  axes  rectanïidaires,  x'Ox,  î/'O//,  un  point  M  situé  dans  l'anode  a-O//,  dont  les  coordon- 
nées sont  n  et  b,  un  point  1*  situé  sur  Taxe  des  ij  dont  l'ordonnée  esl  p.  Par  le  point  P  on  mène,  dans  le  plan 
(les  axes,  une  droite  (|uelconque  PII,  et,  à  cette  droite  IMî,  on  fait  correspondre  la  conitpu!  A  (pij  passe  i»ar  le 
point  .M,  tpn  a  un  fo\er  en  0,  et  [)our  laquelb;  la  droite  l'Il  esl  la  directrice  qui  correspond  au  poiid  O. 

l''  Dèlcrnnner  géoujétriquenient  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  située  la  droite  PK  pour  (pie  la  conitpie 
A  qui  lui  corrcs[)ond  soit  une  ellipse,  ou  pour  qu'ell(;soil  mie  hyperbole. 

Discuter  le  proldèiiieen  laissant  fixe  le  point  .^l  et  m  déplaçant  le  poiiil    V  sur  i'.ixe  i\v.<  ij 

2"  FornuT  réqn.ition  du  lieu  décrit  par  le  ceiilie  de  la  conique  A  quand  la  droite  IMî  tourne  autour  du 
point  P.  Le  lieu  se  conqiose  dune  droite  et  dune  conique  G.  —  Suivre  les  transforiiialions  de  la  coiii(iue  G 
quand,  le  point  M  restant  fixe,  le  point  P  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 

Kxpliquer  géomélricpienienl  les  résultats  trouvés  par  l'analyse. 

3»  Démontrer  que  la  conique  G  esl  doublement  tangente  au  cercle  décrit  sur  OP  comme  diauiètie,  et  recon- 
naître si  cette  conique  pénètre,  ou  ne  pénètre  pas  dans  ce  cercle,  némontrer  (|uo  si,  laissant  fixe  le  peint  P,  on 
déplace  le  point    .M,    un  des  deux  axes  de  la  coni(|ue    G    passe  tt)ujours  par  le  milieu    1    de    UP,    et  trouver  sur 
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quelle  ligne  il  faut  dans  ces  conditions  placer  le  point    M  pour  que  l'autre  axe  de  la  conique    C    passe  aussi  pai 

le  milieu  de  01'. 

'3  octobre,  de  7  lin  1 1  k  ) 

Phi/. si  (/lie  cf  Chimie. 


I.  369.    —   Dini   point    .'\    on   lance   avec  une  vitesse    V,„   sur  un  plan  incliné  formant  avec   Ihorizon  un 

angle  a,  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et  de  bas  en  haut,  une 
bille  mobile  sans  frottement,  qui,  après  s'être  élevée  en  un  point  C 
redescend  et  vient  frapper  un  obstacle  placé  en  B  à  la  partie  inférieure 
du  plan. 

Un  observateur  placé  en  A  mesure  le  temps  T,  écoulé  entre  l'époque 
du  départ  du  mobile  et  l'instant  où  lui  parvient  le  bruit  produit  par  le 
choc. 

On  demande  de  calculer  la  distance    x  =i  AB. 

Exemple  )iu m  ■riqnc  :  Mlesseduson  V  =  34000"^"'  à  la  seconde,  \'o  =  24.'i2"'",o  à  la  seconde,  //  =  081'"'", 
T  =  n",     y.=  ;iO". 

H.  —  Aciion  de  l'acide  azoli(|ue  à  divers  degrés  de  concentration  sur  les  métalloïdes  et  les  méliiux. 
Ecrire  seulement  les  fornmles  des  réactions. 

III.  370.  —  On  cbaiiHe  G'''', 72  d'oxalate  neutre  de  potassium  sec  avec  un  excès  d'acide  sulfuricjue  concentré 
(environ  oUk^j. 

Le  mélange  gazeux  qui  se  dégage  est  dirigé  dans  un  tube  on  porcelaine  rempli  de  biaise  cl  cliaullé  au  rouge 
vif,  puis  le  gaz  à  sa  sortie  est  reçu  dans  un  tube  eudiométrique  sur  la  cuve  à  mercure.  Quand  l'expérience  est 
terminée,  on  fait  passer  dans  l'eudiomètre  un  certain  volume  d'oxygène  pur  préparé  par  le  bichromate  de 
potassium  et  l'acide  sulfurique  concentré.  On  excite  l'étincelle  électrique  et  on  agite  le  gaz  restant  avec  un  excès 
de  lessive  de  potasse.  On  demande  : 

1°  Quels  sont  les  gaz  qui  se  dégagent  avant  leui'  passage  diins  le  (ube  à  braise  incandescente  et  (|nel  est  le 
volume  total  du  mélange  qu'ils  forment  ; 

2°  Quel  est  le  gaz  recueilli  dans  l'eudiomètre,  (|uel  est  son  volume  el  ce  qu'il  devient  après  le  pa><sage  de 
l'étincelle  ; 

3»  Quel  est  le  poids  de  bicliiomate  de  potassium  nécessaire  pour  fournir  un  volume  d'ox\gène  tel,  ([tie  le 
résidu  gazeux  soit  nul  après  l'absorption  par  la  potasse. 

On  supposera  les  gaz  secs  et  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression. 

Poids  du  litre  d'air  :     tK%293,     o  =  0,694. 

Poids  atomiques  :     11  =  1,     {1=12,     0  =  IG,     K  =  30.     Cr  =  ;i2. 

Ecrire  toutes  les  équations  et  faire  les  croquis  des  appareils. 

3orlolin\  de  {  h.   t   J  ,i   1  h.   //;>. 

f'iiliiil   lriii(i)ii>iiirlrii/iii'. 

Bèsoudre  un  triangle  coimaissani  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  un  anirle  el  la  hauteur  abais'^t  e  d'un  des 
sonnnels  des  antres  angles. 

On  démontrera  (|ue  C(>  problème,  pour  le^  diinnées  suivante»;,  .idmet  deux  >^olulioM<  et  on  calculei.i  celle  (|ui 
admet  le  pins  grand  côté  />  perpendiculaire  à  la  liaulenr  donnée  ht,- 

K  =  32437'", 24, 
hb  =  2I631'»,7.S, 
A  =:  20"  27'  32",i''. 

,/  Dcloltii',  de  ;'  h.  .1  .7/1.  1,^. 


OUKSTloNS    IMU)I'()SI': 


firintli'lin'    ilrsrrijil I rr. 
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La  liL'iic  ilo 


It'ri'o.ri/  étaiil  Iract'-c  au  milieu  du  radie  parallrlcuicnt  auN  pelils  côlt's,  on  tlrciil  dans  le 
plan  horizontal  deux  cercles  égaux  A  el  B  de  '.)'''"  de  rayon,  tangents  à  la 
ligne  de  terre  et  ayant  leurs  centres  respectifs  a  cl  b  h  G*""'  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  médiane^//  du  cadre.  Soient  {p,  p'}  le  point  d'intersec- 
lion  (le  ces  deux  cercles  le  plus  rappioclié  de  la  ligue  de  terre,  v,  s')  le 
point  dont  la  cote  est  18'=™  et  dont  la  i)rojoclion  horizontale  .s  est  à  l'inter- 
seclion  du  cercle  15  cl  de  la  paralN'-le  à  la  ligue  de  terre  menée  par  p. 

On  considère  : 

1°  Un  cône  dont  la  hase  est  le  cercle  A  dans  le  ]ilan  horizontal  et 
dont  le  sommet  est  le  point  {s,  v'j  ; 

2°  l^n  cylindre  dont  lu  base  est  le  cercle  B  dans  le  plan  horizontal  et 
dont  les  généralrices  sont  parallèles  à  la  droite  (ps,  p's'). 

Construire  la  partie  de  la  projection  horizontale  de  linterseclion  de 
ces  deux  surfaces  coniprise  entre  les  bords  du  cadre,  et  la  partie  de  la 
projection  verticale  située  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  jusqu'aux  bords 

du  cadre. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  des  points  et  droites  remar- 
quables. 

On  supposera  les  deux  suifaces  opaques. 

Titre  exléricur  :  GÉOMÉTIUK  DESCRIPTIVK . 

Titre  intérieur:  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cvi.im'hi:. 

(/  oclohrc,  de  7  h.  n  1 1  li) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


372.  —  Klant  données  doux  droites  OA,  OB  et  un  point  P,  autour  de  ce  point  on  l'ait  tourner  un 
anylo  droit  dont  les  côtés  rencontrent  OA  et  OB  en  C  et  D. 

1°  Trouver  rcnveloppe  de  la  droite   CD. 

'2°  Cette  enveloppe  est  une  conique  S.  Trouver  le  lieu  des  points  1'  pour  Icsiiuels  la  conique  S  est 
une  liypcrboli'  éciuilatèie. 

li"  Trouver  renvelo[»pe  de  la  polaire  du  [)oint  O  par  rapport  à  S,  quand  le  point  1'  décrit  une  droite 
donnée,  a. 

(H.  (HtAïiKN.  lycée  Sainl-Louis.) 

373.  —  Les  sommets  d'un  triangle  ABC  dé-crivent  une  parabole,  à  hupielle  les  côtés  AC  et  BC 
sont  normaux  en  .\  et   B.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  du  milieu  de  .\B  ; 

"2"  Lenvi'loppc  de  la  dioite  AB; 

'.l"  Le  lieu  du  pied  dr  la  liaut(!ur  issue  du  point   C. 

(E.  lÎKiiTMEi.or,  à  La  Ménitré.) 


Les  questions  36.S  à  371   seront  naluiellemcul  traitées  dans  la  dçuxiéuu;  partie  de  la  liroiic.  Il  en  sera  de 
même  de  la  question  373. 

A  |»arlir  du  prochain  riuiuéro,  la  Revue  sera  faite  d'après  le  plan  indiqué  dans  le  numéro  de  seph-mbrc 
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NOTE    SUR    L'INTERSECTION    DE    DEIX    COMUUES 

11  est  facile  de  discuter,  quand  on  a  étudié  sommairement  les  courbes  du  second  degré,  le  problème 
qui  se  pose  lorstju'on  clicrclie  les  points  communs  à  doux  de  ces  courbes. 

Nous  emploierons  à  cet  effet  les  coordonnées  homogènes  ordinaires,   a?,  //,  z,  système  dans  lequel 

X         11 

—  5  —  sont   les  coordonnées  cartésiennes  d'un  poiiil,   (luand    :    n'est  pas   nul,    el    où      :  —0     est 

z       z 

l'équalion  de  la  droite  de  l'infini. 

Désignons  alors  par 

S  ^  ax^  H-  'Ibxy  -+■  cy^  -\-  'idxz  -+-  It'ijz  +  fz-  =  0, 

S'  =  a'x'-  +  2b'xu  4-  c'y^  +  "id'xz  -h  'Ic'yz+f'z'  =  0 

les  équations  de  deux  courbes  du  second  degré,  et  proposons-nous  de  déterminer  les  solutions  non 
nulles,  communes  à  ces  deux  équations. 
Pour  cela  nous  distinguerons  deux  cas  : 

1°  Nous  supposerons  d'abord  que  les  quatre  coefTicients  des  carrés  do  x  et  de  '/  dans  les  deux 
é(iuations  ne  soient  pas  simultanément  nuls  ;  choisissons,  par  exemple,  rhyi)olhèse     c  ^  0. 

Si  nous  multiplions  la  première  équation  par  c'  et  la  seconde  par  —  c,  et  que  nous  ajoutions  les 
produits,  nous  aurons  la  nouvelle  équation     c'S  —  cS'  =  U,     ou 

H  =  [ac')x'  +  %bc')xy  +  ^{dc')xz  +  2(^c')|/3  +  {fc')z^  =  0 ,  (*) 
(|ui,  jointe  à  la  première,  S  =  0,  forme  un  système  équivalent  au  système  donné,  S  —  0  ol 
S' =  0.  En  eflet,  toute  solution  du  premier  système  annule  S  et  S';  elle  annule  donc  S  et  o'S  —  cS', 
et,  par  suite,  ap[)arlient  au  second  système  ;  réei[)r()(iuenu'nt,  toute  solution  du  second  système  annule 
S  el  c'S  — cS',  c'est-à-dire  S  et  —  cS'  ;  elle  annule  donc  S  et  S'  puisque  c  n'est  pas  nul.  et.  par 
suite,  vérifie  le  premier  système.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  chercher  l(>s  solutions  non  nulles, 
comnmncs  aux  deux  équations     S  =  0,     11  =  0. 

La  seconde  est  une  coni(|ue  ((ui  admet  pour  direction  a>^yuipl«>liqu"' Taxe  des  »/,  ,i-  l)  ;  c'est 
donc  en  général  une  hyperbole,  qui  admet  une  asymptote  parallèle  à  0//,  asymptote  que  l'on  obtient  en 
annulant  le  coeflicient  de  //  dans  l'éciualion  II  =  0,  el  dont  l'éciuation  est  (6c')x -+- (rc'):  =  0.  Il 
n'y  a  alors  que  les  trois  cas  particuliers  ([ui  suivent  à  exaniiner. 

(a)    Ln  C(iin<iii('   Il   l'sl  mil'  rrrildhh'  hi/prr/inli'. 

Elle  admet  alors  pour  asymptote  la  droite  {/}c')x  ■+■  {ec'}z  =  0,  et  le  binonie  [/>c  jx -{-[vc'z  n'esl 
pas  en  facteur  dans  l'ensemble  des  termes  ([ui  restent,  {nc')x* -{- 'i[(l<''\vz -h  {fc')z*,  puisque  la  coni- 
([uo  II  ne»  se  d('>com|)ose  pas.  D'ailleurs,  pour  aucun  des  points  de  rencontre,  {l/c')x -{- [(^c')z  n'est  nul; 
car  tous  ces  [xtiiils  son!  sur  II   cl    II   n'a  qu'un  |ioiiil  commun  avec  son  as_\niplotc,  le  point  il  rinfini  sur 

(*)  {ac')  est  mis  ù  la  plttce  ilc    oc'  —  ca'. 
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0»/,  (0,  1,0);  ce  poiiil   n'iipparliiMil  pas  à  la  conique:  S,  {|ui  n'a  pas  0//    pour  diroclion  asymploliiiuc 
(e  yt  Oj  ;     donc  au  poinl  de  \ur  »|ui  mms  occupe,  on  ixnil  divis(>r  par    {/>c').v~\-  ()•(•'):■     cl  ('•i-iin' 

•^  2[(6c>  +  (ec')z]         ■  ^^ 

On  aura  donc  loulcs  les  solntiniis  ctunnuines  aux  deux  ('qualions     S  r=  o,     ||  =  o,     en  portant  celle 

valeur  de  i/  dans      S  —  0,      et    résohaul   l'eiiualinu  litiniogèn(î  en     ./•   et    :■    ainsi  obtenue.  On  a  ainsi 

ré(|ualion 

A.r*  -H  W.r'z  H-  Cv'z'  -h  Uxz'  -\-  VrJ  =  0,  (2) 

oii  A  =  c{ac'f  —  Ah[(ic'){/)c'}  +  A(i{/jc'  )\ 

H  =  ic{ac'){dc')  —  Ah[ac'){ec')  —  An{ac'){hc' )  —  Hh{hc' ){dc' )  -j-  Hn[hc'){ec' )  +  Hd[ijc'}\ 

D  =  Ac{dc'){fc')  —  Ah{fc'){ec')  —  Ae{fc'){bc')—Se{dc'){ec')  +  Hd{ec'y  +  8Ak-'j(ec''), 
K  =  cifc'Y  —  Ar{fc'){ec')  -+-  AfWy. 

Cette  ('([nation  n'es!  pas  identifiuenient  nulle,  sans  quoi  tout  point  de  11  a|)paiiiendi'ait  à  S;  or 
ceci  n'est  pas,  puisque  ces  deux  coniques  n'ont  pas  les  mêmes  points  à  Tinlini.  Par  conséquent  l'équa- 
tion (2)  admet  quatre  solutions  non  nulles  ;  l'équation  (1)  donne  les  valeurs  correspondantes  de  y  et, 
dans  le  cas  actuel,  les  deux  coniques  données  se  coupent  m  ijnnln'  poinls,  n'rls  ou  vnaginaires  conjuguas 
drii.r  à  dftix,  dlslini-ls  on  nnifandus^  à  dislanci'  finie  on  infinie,  el  en  (jualre  poinls  seulement. 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  où  la  conique  il  est  une  vraie  parabole,  c'est-à-dire  où 
[hc)  =  0,  et  l'on  obtiendrait  le  même  résultat  général.  Il  est  donc  inutile  de  distinguer  ce  cas  du 
précédent. 

b     /."  riniiiinr  H   est  tin  système  df  deux  droites. 
j.a  droile     [hc')x-\-{ec')z  =  0     est  alors  l'une  d'elles,  et  r(''([ualion     II     -0     prend  la  forme 

[{bc')x  -+-  {ex')z]{iy  -t-  Ix  +  mz)  =  0.  (3) 

On  résoudra  le  problème  actuel  en  cbcrchant  successivement  les  points  de  rencontre  de  chacune 

de  ces  droites  avec  la  conique     S  =  0.     (.a  première,  dans  le  cas  actuel  où  nous  supposons     c  7^  0, 

ne  rencontre  la  conique  S  qu'en  deux  points  ;  la  seconde  la  rencontre  en  général  aussi  en  deux  points, 

ou  accidentellement  en  tous  ses  points;  dans  ce  dernier  cas,  les  doux  coniques   S  et  S'  ont  cette  droite 

en  commun,  car,  en  posant 

P  ^  2j/  -i-  /x  H-  mz,  Q  ^  [hc')x  -h  {cc')z 

el  en  désignant  par  O    une  autre  fonction  linéaire,  on  a  successivement 

H  =  c'S  —  cS'  =  PQ  et  S  =  PQ', 

d'où  cS'  =  Pvt'Q'  —  Q)  ; 

on  voit  donc  que  S  et  S'  ont  le  lucteur  linéaire  comnmn  P. 

Donc,  dans  ce  second  cas  particulier,  les  deux  conirjues  S  ''/  S'  .sv  conjjrnt  en  (jrni'rdh'n  ijnatre  jxnnts, 
réels  ou  imnyinnives  conjuynés  deux  à  deux,  distincts  ou  confondus,  à  distance  finit;  on  infinie;  accidentelle- 
ment rn  nw  infinité  de  points,  et  alors  elles  sont  formées  j)ar  deux  couples  de  droites  ayant  une  droite  com- 
mun r. 

On  traiterait  de  la  même  manii  rc  les  cas  où  la  conique  H  se  décompose  en  la  droite  de  l'infini  et 
une  autri'  droite     i[be' )  =  Ojj,     ou  liiiii  en  deux  droites  parallèles  à  OV,  dislinct(^s  ou  confondues 

^{fjc')^(),     {ec')  =  {))\ 

On  obtiendrait  les  mêmes  résultats  généraux.  Il  est  donc  inutile  de  distinguer  plus  amplement  ces 
cas  pailiculiers. 
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(c)   Lu  coiiujxc  II  est  idinttiqucmeiit  nulle. 
On  a  alors  les  conditions  : 

(ac'j  =  0,             (Jjc')=:0,            {dc')^0,  (''c')  =  0,  (/"c')  =  0  ; 

on  conclut  de  là,  en  divisant  loules  ces  égalités  par  c   qui  n'est  i)as  nul,  et  en  posant     —  =  k,     les 

nouvelles  égalités 

a'  =  ak,            //  =  Ok,            c'  =  ck,            d!  =  dk,  c'  =  ek  et            f  =  fk. 

Ces  égalités  nous  conduisent  à    S'  ^  AS,     et  nous  montrent  que  la  conique  S'  coïncide  avec  la  coni- 
que S  ou  est  identiquement  nulle. 

Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  communs,  tous  les  points  de  S. 

2"  Nous  supposerons  maintenant  que  les  coeflicients  des  termes  en  x-  et  en  ?/-  sont  nuls  tous  les 
quatre.  Alors     a  =  a'  =  c  =  c'  =  0,     et  l'on  a 

S  =  ^hxu  -h  ^dxz  +  2erjz  -+-  fz^  =  0, 
S'  =  Wxy  -{-  ^d'xz  +  2e'yz  +  f'z'-  =  0. 

Nous  écarterons  le  cas  où  l'une  des  coniques  se  compose  de  la  droite  de  l'infini  et  d'une  droite  à 
dislance  finie.  Ce  cas  ne  présente  aucune  difficulté  et  conduit  à  l'un  des  résultats  déjà  signalés. 

Supposons  donc  /^^^O,  h'z^i);  il  nous  suffira  d'ailleurs  de  Tune  des  hypothèses,  h^Q,  par 
exemple.  Alors  un  raisonnement  semblable  à  celui  déjà  fait  montre  que  les  deux  systèmes,  S=0  et 
S'  =  0,     S  —  0   et   i'S  —  /;S'  =  0,     sont  équivalents.  La  dernière  conique  s'écrit 

z[±\db')x  +  %eh')<j  -^{fh'\z]  =  0; 

elle  se  décompose  en  deux  droites,  la  droite  de  l'infini  et  une  autre  droite,  en  général  à  distance  finie  ; 
chacune  de  ces  deux  droites  rencontre  S  en  deux  points  en  général.  Il  y  a  donc,  en  général,  quatre 
points  de  rencontre  dont  deux  sont  toujours  à  rinfini. 

Enfin  il  peut  arriver  (jue  la  seconde  droite  fasse  partie  de  la  conique  S  ;  alors  les  deux  coniques 
ont  celle  droite  en  conmiun  et  se  eoupe^il  en  une  infinité  de  points. 

S'il  arrivait  finalement  que  laconique  h"$>  —  6S'  fût  identi(iuement  nulle,  on  aurait  ,(/6')  =  0, 
((•//)  =  0,    (/■//)  =  (),    et  l'on  en  conclurait  que  la  conique  S'  coïncide  avec  S  ou  est  identiquement  nulle. 

Dans  ce  cas,  les  coniques  S  et  S'  ont  une  infinité  de  points  communs,  tous  les  points  de  S. 

Pour  résumer  toute  cette  discussion,  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Deux  coniques  à  l'u/uotions  réelles  ont  en  ijénéral  (inutre  points  de  rencontre,  réels 
ou  ininijiunires  conjutjués  deux  à  deux,  ilistincts  nu  confondus,  n  distiince  finie  du  infinie. 

Si  l'itcs  mit  jilus  de  (jiialre  jjoiiits  de  rencontre,  elles  en  ont  une  infinité^  rt  ulnrs  ou  hien  ce  sont  deux 
si/stènies  dr  ilrnilrs  iiijiint  une  droite  ciinunune,  du  hien  ellrs  ntincidrnt ,  du  hien  l'une  d'elles  est  identione- 
ment  nulle. 
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362.         /*iic  rhiiilue  jininl    M   d' un  jihin  cupintrlé  et  des  iiinrilonné-es  rectum/uldires    Or    ri    {.)>/  /inssent 

diii.r  tirs  luiiirrlndes  rejn-ésenti-es  pur  l'éipiuliiin 

U'.rij  -\-  111/  -\~X  -    0,  [[y 

DU    (I    rsl  un  puruiii'-trr  ruriuhif.   Suc  tpnllr   enurhe    \Ç,\    le  pnini    M     ilml  il  v.'   Imiinr  pour  iiw   A'v  d- u  i 
In/perlndrs  se  eiiiipint  en  re  ptiiul  ,i  uw/lr  droit  '.' 
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]\u    roiii/iii-n    ili'  iioiiils    rrrls,   à    (lishiinr   fiiin'  ri   tlislnids    tir   rurii/iiir^    lu   riniihr     (Il    rrnroïilrr-l-rlh' 
rinfj)rrlii)li'  dr  finir  jnir  IriiiKiliini  (  l  )  i' 

(Jiirllf  rcldliun  ilnil-il  r.iisirr  nilrr  a   ri    h  jimir  ijiir  1rs  tiriix  Injprrbtilrs  ilrlhiirs  jxir  Irs  rtjnaliuii-s 

ii-xi/  H-  ai/  -I-  ./■  r=  0,  1)^x1/  -\-  Inj  -\-  x  =  0 

SI'  cin(j)riit  II  iini/lr  ilnnl  m  un  piiint  niilrr  ijur  rnriijinr'.'  Crllr  rrlitlimi,  si  l'un  y  rri/tirdr  a  ri  h  rinnmr  1rs 
cuoi'donni'i's  il  un  jiuinl,  dr/inil  iinr  conrhr  •  on  runslniint  rrllr  roiirhr  ri  l'on  rlirrrlirrii  m  rniiilnrn  de 
poinl'i  rrrls,  u  dislnurr  finir  ri  disiniris  dr  l'oriiiinr^  rllr  rniranlrr  lu  nnirhi-  (^Cj. 

1"  Il  esl  évideiil  (l'abord  qu'à  doux  valeurs  disUncles  du  parauiùtrc  correspondent  deux  hyperboles 

distiiicles,  et  que  chacune  de  ces  hyperboles  avec  le  paramètre  uni(iue  (pii  lui  correspond  sont  réels  ou 

inia.ulnaires  en  même  temps. 

Cela  posé,  si,  dans  l'tMiualion 

ii-xij  H-  ail  H-  .V  =  0,  (\) 

X  et  7  désignent  les  coordonnées  d'un  point  dunné  dans  le  plan,  ré([ualion  Ij  e.\[)rinic  que  riiy])erbole 
(pii  correspond  à  la  valeur  a  du  paramétn^  passe  en  ce  point.  Cette  équation  est  du  second  degré  en  a  ; 
elle  donne  deux  valeurs  pour  le  i)aramètre  ;  il  y  a  donc  deux  liyi)erboles  (pii  i)assent  au  ])oint  choisi. 
Ces  courbes  sont  réelles  si  l'on  a  if-  —  Ax^ij  ^  i).  Rien  ne  serait  plus  facile  que  d'avoir  renvelop[)e 
des  Iiyperboles  du  système  et  aussi  les  régions  du  jilan  (jui  contiennent  les  points  où  se  coupent  den\ 
hyperboles  réelles  ;  mais  ces  questions  ne  sont  pas  posées. 

Rappelons  maintenant  que  pour  que  deux  courbes      f{x,  y)  =  0,     o[x,  y)  =  0     se  coupent  ortho- 
gonalement  en  un  point  (a?,  y),  il  faut  que  l'on  ait 


(-;f)(-s) 


^  u  - 1 


ou  /::?x+A?;-o. 

Kn  appliquant  cette  relation  à  deux  hyperboles  correspondant  aux  valeurs  a  et  h  du  paramètre,  on  a 
[iry  4-  l){bhj  -H  1  )  4-  {a'x  +  a){//-x  -+-  h)  =  0, 
ou  a-b-{x-  H-  if)  4-  ifi'  4-  l>'^)]l  +  fil>\a  -t-  b)x  -\-  ab  -\-  i  =0. 

Dans  le  cas  actuel,  a  et  b  sont  racines  de  requaiion    1;  e(  Ton  a 

a-\-  b  =i )  u/y  —  —  et,  par  suite  ,  a-  -\-  b-  =  — ; 

X  y  x'         y 

il  n'y  a  (|u'à  porter  ces  expressions  dans  la  ndation  précédente  et  simplifier  [)our  avoir  immédiatement 

l'équation  de  la  courbe  (C)  : 

.r^  4-  if'  =  0,  (C) 

4 
qui  est  une  parabole  d  ordre    —  • 


2"   pour  avoir  les   points   de   reneonlre   de   l'hyperbole  [a)  avec  cette  courbe,  tirijus   //    de  reijua- 

lion  (1),     V  = z 1    et  |»ortons  cette  valeui'  dans  réiiualion  (Ci;  nous  aurons,  en  supprimant  le 

n^x  -\-a 

facteur  x',  l'équation 

{a^x-hafx—  1  =  0. 

C'est  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre   de  l'hyperbole  ('/)  et  de  la  courbe    C),  (jui 
n'oiil  pour  abscisses  ni  0  ni   l'x.  Si  nous  eilectuons  le  eliangen)enl  d'incomme,  délini  par 

a-x  -t-  a  —  H, 
nous  ob  len.>ii>  l'iMpialion  «*  —  an^  —  n^  =0. 

et  le  théorème  de  l)escartes  montre  de-   suite  qnr  celle   t'qualion  a  une   racine   positive  et  une   lacine 
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iiégalivc.  11  y  a  donc  doux  poiiils  do   roncontro  rôols  satisfaisant  aux  conditions  exigéos.   Nous  allons 
d'ailleurs  retrouver  autrement  la  solution  de  cette  question. 

3°  Considérons  deux  hyperboles  du  système 

a'^xi/  -+-  mj  -+-  .X ■:=  0  et  li^-Tij  +  Ijif  -^  X  =  0. 

Kilos  ont  en  commun  un  point  à  l'infini  sur  O.v,  un  point  à  l'infini  sur  ();/  ot  un  point  à  Torigine  ; 
il  est  facile  de  voir,  a  et  0  étant  dillércnts,  (lu'cllcs  no  sont  tani^onlos  on  aucun  do  ces  points  ;  donc 
elles  se  coupent  en  un  4"  point.  On  obtiendra  le  rayon  qui  joint  l'origine  à  ce  point  en  formant  une 
combinaison  homogène  des  doux  écjuations,  ici,  en  déliminant  xy  entre  ces  deux  équations.  On  ob- 
tient ainsi 

a'^hy  4-  x)  —  h\ay  +  x)  =  0, 

ou,  en  divisant  le  premier  membre  par    a  —  h, 

ahy  4-  (a  +  b)x  =  0. 

Combinant  cotte  équation  avec  l'une  ou  l'autre  des  équations  dos  deux  hyperboles,  on  a  de  suite 

1  1 

a  +  h  ''        ah  ^  ' 

Or  on  a  vu,  dans  la  première  partie,  (pie  la  condition  pour  que  les  doux  hyperboles  (a)  et  (6) 
soient  orthogonales  on  leur  i)oint  de  rencontre  (x,  y),  est 

{a-y  -\-i){fry  -t-  i  j  H-  {a'x  -h  a){/rx H-  //)  =  0. 
Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  les  valeurs  précédontos  de  ./■  ot  do  ;/  dans  cotte  relation  pour  avoir  la  con- 
dition demandée  : 

a^//'4-(a  +  />)^  ^0.  (3)    . 

Cette  relation  permet  de  traiter  la  deuxième  partie.  Il  y  aura  on  effet  autant  de  points  de  rencontre 
de  l'hyperbole  (a)  avec  la  courbe  (C),  réels,  à  distance  finie  et  distincts  de  l'oriiiino,  qu'il  y  a  do  valeurs 

réelles  de  h  tirées  de  l'équation  (3j.  Or  si  l'on  fait  le  chaniiement  d  inconnue  défini  par    r  =  », 

*  ^  ^  Il  -+-  h 

on  obtient  l'équation  déjà  rencontrée  et  discutée 

?/*  —  aii^  —  n^  =  0. 

Do  là  on  tirera    »,    do  la  relation  précédente,  le  nombre  />,  puis  les  fcMinulos    '1   doimeroni   les  points 
de  rencontre  de  l'hyperbole  (a)  avec  la  courbe  (C). 

Dans  l'éfiualion  (3)  désignons  a  par  .7:  et  h  par  7,  nous  ohliondrons  la  courbe 

xhf  -[-  l.r  +  //)*  =  0,  ^l^ 

([u'il  s'agit  do  construire  et  dont  il  faut  trouver  les  points  do  reucoulre  avec  la  eourbo     C  .    .\  eel  elVet 

.   (1  —  0'                                             (1-/)*       ,. 
posons      y  =  — /.t,      nous  aurons      r  =  -±-  ^— ^,     el.   par  suit»>,      ;/  =  ip  j — -•      ^i    nous   no 

,1  ,1 

considéifMis  d'abord   (pie  les    priMniors  signes,  nous  obtiendrons  une  première  portion  do  la  courbe 

à   construire  ;    si    nous    considérons    ensuite    h^s    seconds    signes,    nous    tdititMidrons    une    pension 

symetri(iue  de  la  prooi-donlo  par  rapport  un  |ioinl    0.    Celte  symétrie,  évidente  d'ailleuis  sur  rt''(|ua- 

lion  [A),  perinel  de  resireindri'  notr(>  (''Inde  aux  deux  fonctions 

.^(IzlH,  ,       _ii^.  (5) 

il  li 

l,es   valeurs   de  ./    cl    7   ne  sont  réelles  (pie  pour  les  \  aleur<  positive^  di'   /  ;   dautii»  part,  si   on   change 
/  eu       ,     X  se  change  en        -y     et  7  en     —  x  ;     cette  première  portion  do  courbi>   ^e   ilrcoinpose  eu 
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HOrUSKS    DK    MCKiNCK    MATIIl^MATigib: 


ilfiix  aiilii's  symi'lrii|U('s  riim'  dr   laiiln'  jiar  rapiioil  à  la   seconde  l)isseclii(:e.    Il   siilliia   de   construire 
l'iiiie  délies  el,  pour  cela,  de  faii'e  variei'  /  de  d  ii    1. 

Prcii»»ns  alors  les  dérives  de  .r  et  de  y;  nous  aurons 


(i-/)(3/+i: 


.'/'  = 


i-/j(3/+i: 


el  ces  expressions  nous  nionlrenl  (pie  .r  est  une   fonction   décroissante   dans  riiitervallo  iO,  i),   tandis 

(|ue  1/  croit  dans  le  nié'nie  inter- 
valle. En  se  reportant  aux  for- 
mules (5)  on  voit  que  .i-  décroît 
de  X  à  0  et  que  //  croit  de  — x 
à    0  ;    d'autre    i)arl,    la   formule 

■■L  =  —  l     montre  que  le  coeffi- 

X 

cient  angulaire  de  la  tangente 
décroil  de  0  à  — I.  On  i)eut 
donc  tracer  la  branche  paraboli- 
que OA,  parallèle  à  Ox  à  l'infini, 
et  tangente  à  la  deuxième  bis- 
sectrice au  point  0.  On  trace 
alors  la  branche  OA',  symétri- 
([ue  de  celle-ci,  par  rapport  à  la 
deuxième  bissectrice,  puis  les 
branches  symétriques  des  deux 
précédentes  par  rai)port  au  point 
0  et  l'on  a  ainsi  toute  la  courbe. 
Les  deux  symétries  combiné(>s 
entre  elles  donnent  une  3"  symé- 
trie par  rapport  à  la  première 
bissectrice  de  l'angle  des  axes. 
Toutes  ces  symétries  sont  évi- 
dentes sur  l'équation  (4).  Enfin  la  relation  ?/  -  -  /x,  jointe  à  ce  fait  que  /  ne  peut  prendre  que  des 
valeurs  positives,  montre  a  priori  que  la  courbe  doit  être  tout  entière  dans  le  second  et  le  quatrième 
angle  des  axes. 

four  terminer,  cherchons  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  courbe  (C).  Nous  aurons  les 
rayons  qui  joignent  l'origine  à  ces  points,  en  formant  une  combinaison  homogène  des  deux  éciualions 

fC)  et  (\)  ;  nous  avons  ainsi 

x\x-^]iy-\-x^if  =  0; 

V 
doii,  en  supprimant  le  facteur  x^  et  posant     —  =  i^. 

Telle  est  l'équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  de  ces  rayons;  elle  ne  donne  ni  l'origine, 
pour  laquelle  [x  est  indéterminé,  ni  le  point  à  1' x  sur  Oy  pour  le.iuel  a  est  infini;  elle  ne  convient 
donc  qu'aux  points  distincts  de  l'origine  et  à  dislance  finie. 


Nous  discuterons  cette  éipialiMH  m  ehidianl  la  fonclion     //  = 


oii  nous  avons  mis  .7'  à  la 


place  de  ji,  pour  nous  conformer  aux  habitudes.  Comme  nous  aurons  à  égab'r  celle   functi(»u   à     —  1, 
il  nous  suffira  d'v  faiie  varier  r  de     —  x      à  0. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 
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La  dérivée  de  cette  fonction  est       ?/ 
cette  fonction  est  positive  de    —  —     ;i 


(x-hiy(ox-{-9) 


1     et  négative  de     — x      ;i —  '     puis  de 


1     à  0. 


Pour    — X,     la  fonction  y   est   nulle  ;   pour    —  —  ^    elle   prend  la 


valeur     -  (  - 


qui  est  plus  petite  que   1,  en  valeur  absolue; 


enfin  pour  —  1  ,  on  a  la  valeur  0,  et  pour  0  (ou  —  t),  >/  devient 
égale  à  — x  .  La  courbe  qui  représente  les  variations  de  la  fonction 
est  alors  aisée  à  construire,  et  Ton  voit  qu'elle  ne  coupe  la  droite 
y  =  —  1  qu'en  un  point  ;  ce  point  correspond  à  une  abscisse  com- 
prise entre    —  1    et  0;  donc  l'équation  (6)  n'a  qu'une  racine  et  elle  est  comprise  entre    —  1    et  0. 


363.  —  Hinnl  ([())iii('s  trois  no)a/jfes  inégaux  a,  h,  c,  on  considrri^  les  sir  poiiils  tpii,  rnpporlrs  à  un 
sijsUhno,  de  coordonnées  rectangulaires  Oxj/z,  ont  respectivement  pour  coordonnées  a,  h,  r  ;  /i,  <\  a  ; 
c,  a,  h;  h,  a,  c;  c,  6,  a;  a,  c,  h.  JJémontrer  que  ces  six  points  sont  sur  un  cercle  ;  former  h-s  é(piat  ions 
dn  plan  de  ce  cercle  et  du  cône  <pti  a  ce  même  cercle  pour  directrice  et  l'origine  des  coordonnées  pour 
sommet. 

Il  est  évident  que  ces  six  points  sont  tous  dans  le  plan  x -^y -hz  =  n  +  h  -hc  et  sur  la  sphère 
^.2  _j_  ,y2  _|_ -2  _  ^,2  _)_ /^2  _)_  ^.2  Qj^  j^ypg^  |p  q^^q  fjjjj  ]gg  projette  de  l'origine  avec  le  cercle  qui  les 
contient  tous,  en  forniaiil  une  combinaison  homogène  des  deux  équations  précédentes.  On  a  ainsi 


h  -+-  c)^{x^  -+-  i/ 


—  (a^  +  /j^  H-  c-){x  -+-  y  +  :)-  =  0. 


Ont  résolu  les  questions  362  cl  3G3,  MM.  E.  liAiiiiio,  lycée  de  Douai  ;  H.  IJonnaiid,  lycée  de  Bordeaux:  11.  Mauettk,  lycée  Condorcet. 


QUESTIONS     PROPOSEES 

374.  —  On  sait  que  tout  [)lan  P  coupe  une  cubique  gauche  en  trois  points  A.  H,  C  : 

1°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  quand  le  plan  P  se  nionl  en  restant  parallèle  à 
un  plan  fixe  Q  ; 

2"  ('(!  lieu  étant  une  droite  1),  prouver  ((uo  si  l'on  fait  varier  la  direction  du  plan  H,  il  passe  nnt>  droite  1) 
et  une  seule  par  tout  point  de  l'espace,  et  trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  par  ii'S(|uels  il  passe  une 
infinité  dt;  droites  I). 

3"  Prouver  que  ce  lieu  est  une  cubique  (C)  dont  les  droites  I)  sont  des  sécantes  doubles. 

4"  A  toute  cubique  on  en  fait  ainsi  correspondre  une  autre  (C).  A  la  cubique  (C)  on  peut  faire  correspomlre  une 
autre  cubique  (('i)  par  le  niénne  procédé, et  ainsi  de  suite  indéliuinient  :  (^)uelle  est  la  limite  de  toutes  ces  cubiques  ? 

I)°  Quel  est  le  lieu  dn  centre  de  gravité  du  triangle  ABC-  cpiand  le  plan  P  est  assujetti  à  passer  par  une  droite  ? 

i)°  Qiud  est  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  .\BC  quand  le  plan  P  est  assujolli  à  ilenieurer  tangent 
à  un  cùne  de  la  ui<'i"t-  classe? 

\.  .\ntomvhi. 

375.  l'.tanl  donné  un  Iriangh'  .MU",  et  une  droite  (pii  rencontre  ses  c«Més  aux 
points  .\',  IV,  C',  on  prend  les  ptiinls  a,  h,  c  respectivement  conjugués  des  points 
,\',  IV,  C'  par  rapport  à  I?  et  (',  C  et  A.  A  et  H.  (hi  sait  alors  que  les  droites  \ti, 
Wli,  Ce  se  coupent  en  tin  point  -/  qui  est  appelé  le  pôle  de  la  droite  A'IVC  par  rap- 
port au  triangle  ABC-.  Ltu'sque  la  droite  .\'B'C'  est  à  l'iidini,  le  point  //  devient  le 
ceiihe  de  gravité  du  triangle  ABC. 

lai  parlaid  de  ces  considérations,  généraliser  les  résultats  du  proldènu^  précédent. 

\.    \mom\ui. 


•lï 
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DEUXIEME     PARTIE 


KCOLI'    Cl'ATliALK  (Concours  (l(>    lSi)î.    T'   session; 


354. —  On  (loiiiic  )l(i)is  }!))  plan  ilrii.v  (ixos  vorlattijuldircs,  .r'O.r,  '/'<)(/,  ini  rrrrlc  (1  il(i)il  rrijinilinit  rsl 
.1-2-+-  //■  —  /"  =  0,      '7  ('/('■  dniih'   1)  (hnil  rrqudlioii  rsl     .v  —  d  =  0. 

.1  un  point  (jucIcoïKjw  V  dr  lu  rirronff'rcnrr  iln  rrrrh'  C  on  fnil  roi-rpsjiondrc  une  ronii/iic  A  ijiii  jxissr 
jHir  l'inhjine  dos  coorditnnros,  ([ni  <i  nn  f(»/rr  on  jioinl  V  ri  ponr  hKjurlIr  la  ilirrcirice  fjni  corrrspond  à  ce 
foi/or  F  rsl  la  droite  1). 

Soit  1  II'  crntrr  <lr  rrllr  roniiiur  A,  A  '•/  A'  li's  sonimrls  de  so)i  a.rr  forai,  A  rlnnl  crini  dr  cr.s  deux 
somuirts  ijiti  rsl  Ir  plus  pj-rs  dr  \\     V  son  srrond  foi/rr. 

1"  7'rouvrr  Ir  liru  du  point  I  quand  le  point  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  C.  —  Ce  lieu  est  une 
ronifjur ;  déterminer,  par  une  construction  géonictriciuc,  ses  sommets  et  1rs  points  oii  elle  rencontre  la 
circonférence  du  crrcir  G. 

i"  Déterminer  par  une  construction  géométrique  le  point  A  et  le  point  A',  sommets  de  Vaxe  ftraldr 
la  coniqtie  A  qui  correspond  à  un  point  daigné  F  de  la  circonférence  du  cercle  C. 

3»  Trouver  le  lieu  du  point  A  et  le  lieu  du  point  M  quand  le  point  F  décril  la  circonférence  du 
cercle  G. 

4"  Trouver  le  lieu  décril  par  le  foger  F'  quand  Ir  foyer  F  décrit  la  circonférence  du  cercle  G. 

j^'oTA.  —  On  indiquera  comment  se  modifie  chacun  des  lieux  demandés  quand,  laissant  fixes  les  axes  de 
coordonnées,  et  invarinhlr  le  rayon   r  du  cercle  C,   on  fait  croître  d  de  0  à    -+- x  , 

Désignons  par  a  cl  3  les  coordonnées  du  point  F  et  remarquons  que  ce  point 
élant,  par  liypothèse,  sur  le  cercle  C,    a  et  p  sont  liés  par  la  relation 

a2   _U    p2  _   R2    :=    0.  (1) 

Puisque  la  coni(iue  a  a  pour  foyer  le  point  F  et  pour  directrice  la  droite  D, 
si  Ton  représente  par  l  Texccntricité  de  cette  conique,  son  équation  est 

{x  —  a)^  +  (//  —  ^f  -  ).*(.r  -  d)\ 
I)  ailleurs  cette  conique  est  assujettie  à  passer  par  le  point  0.  Son  équation 
luit  donc  cire  salislailo  pour     x  =  0,       v/  =  0,     et  l'on  a  l'équation    de  condition 

a^  +  p2  =  \^d\ 


y 

r 

~^F 

D 

\  ^ 

J 

X 

d'oii  l'on  tire 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  léquation  (1), 


).»  =  _, 

d^ 


Ainsi  l'cxccnlricilc  de  la  conique  a  est  —  et,  par  consc-quenl,  son  équalinn  est  la  suivanle  : 

(a,  _  a)2  4-  (y  _  p)2  -  ^'  (^  -  '0'  =  0-  (2) 

(tn  constale  alors  facilement  :  1"  que  si  la  droite  1)  coupe  le  cercle  G,  l'excenlricilé  csl  plus  grande 
que  1  et  la  conifjue  a  est  une  hyperbole,  se  réduisanl  à  deux  droites  qui  se  coupent  en  F  lorscjue  ce 
point  coïncide  avec  l'un  des  points  d'intersecti(jn  de  la  didilr  I)  avec  le  cercle  G  ;  2"  que  si  la  droite  i) 
est  tangente  au  cercle  G,  l'excentricité  est  égale  ii  i  et  la  conique  A  est  une  paraixde,  se  réduisant  à  la 
droite  double     »/'  —  0     quand  le  point  F  coïncide  avec  le  point  de  contact  de  la  droite  I)  et  du  cercle  G  ; 


ÉCOLE  CENTRALE 


;{"  onfin,  qiio  si  la  droite  D  no  ronconiropas  le  cercle  C,  rcxcentricilé  est  plus  petite  que   1   et  la  coni- 
que A  est  une  ellipse  vérilable. 

Lieu  du  point  I,   centre  de  la  conique  a.  —  Les  coordonnées  du  point  I  satisfont  aux  ('quations 

^P  =  x-.-^(x-d)=^0,  (3) 


l 


f4^ 


dans  lesquelles  '-«  et  [i  sont  des  paramètres  variables  liés  par  la  relation  (1).  On  a  donc  l'équation   du 
lieu  du  point  I,  en  éliminant  a  et  p  entre  les  équations  (1),  (3),  (4).  On  trouve  ainsi 

[x{d'  —  R')  +  (IR^f  -+-  d'il/-  —  R2)  =  0  ,  (5) 

et  Ton  voit  que  ce  lieu  est  une  conique  r  du  genre  ellipse. 

Pour    W  =  2(f-^,     celte  conique  devient  le  cercle  qui  a  pour  équation 

(x— Rv/^)'-h,v'  — R-  =  0 
et  qui,  par  conséquent,  a  son  centre  sur  Ox,  est  égal  au  cercle  C  et  coupe  ce 
cercle  orthogonalement  aux  points  où  il  est  rencontré  par  la  droite  D. 

Observons  encore  que  si  ((  =  R,  la  conique  r  se  réduit  à  une  droite 
double  confondue  avec  Ox.  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir,  car,  si  le  point 
F  est  quelconque  sur  le  cercle  C,  la  conique  A  est  une  parabole  et  il  n'y  a  pas 
de  lieu  correspondant;  mais  si  le  point  F  est  au  point  de  contact  do  la  droite  1) 
avec  le  cercle,  la  conique  A  est  la  droite  dnuble  Oc  et  tous  li^s  points  do  Cflte 
droite  peuvent  (Mre  regardés  comme  centres. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  général  et  déterminons  les  sommets  de  la  conique  r  ainsi 
que  les  points  où  elle  coupe  le  cercle  C. 

Sommets.  —  L'équation  (èi)  no  renfermant  pas  de  terme  en  x>/,  les  axes  de  l'ellipse  V  sont  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées.  Ils  ont  donc  pour  équations  respectives 


-f;  =  x{d^ 


R-')  +  f/R= 


0, 


1 


-fi:=  dHi  ^  0  on  //  =  0. 

L'oUipso  1'  a  donc  doux  sommets  S  et  S'  sur  O.r  ;  l(>s  dtMix  aulr(>s  sonnnols  T  (>t  T'  sont  sur  la  dnuto 

^~"(/^-R^* 

Occupons-nous  d'abord  des  sommets  S  et  S'.  Les  ordonnées  de  ces  points  étant  nulles,  leurs 
abscisses  s'obtiennent  en  faisant  ?/  =  0  dans  ré(|uation  y»)  et  résolvant  ré([ualion  obtenue.  On 
li'onvo  ainsi 


d\\ 


d-\-\\ 

d\{ 
~  d  -R 


(S) 


(S') 


(6) 


Soi!  H  lo  |)(iint  oii  la  droilo  D  leiiconli-o  O.r.  Li's  formules  ((»)  nous  monironi  immédialonioni  (jue 
los  points  S  et  S'  sont   les  ociilros  do  simililudo  du  corolo  C.  et  du  C(M'clo  de  contre  H  el  d(^  rayon  d. 

Do  là,  la  construcliou  suivaiilo.  On  Iraoo  le  corde  R.  On  mono,  dans  lo  ctMV.le  C,  un  layon  (juol- 
concpKi  01'  ol  dans  lo  ccroli'  15  los  iIimix  rayons  OO  ri  ()0  [laralloios  a  or.  le  proniior  «lo  sons  contraire 
ot  lo  s(>con(l  (lo  Miôino  sons.    Jlulin  ou  liro    i'O    cl    p(  )  .    Ces  droilt>s  n>noonlr(M»l  O.r  eu  S  el  on  S'. 


-J(. 
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l'"iii  ili'h'i  iiiiiirr  les  sdiiuiirU  T  (>l   T  ,  nous  ri'iuarqiK'i'ons  (\\n'   l;i  dioilc 

-  '/H- 

""   ~  ~  d'  -  IV 

siii'  lainii'lli'  ils  s.'  lnniv(Mit  est  iiécossairoinciit,  cl  c'est  lucilo  ;i  véri- 

li('i\  la   itarallflc  à    Oy   mciUM^    par    1(>    niilitMi  de    SS'.    Nous  mèin'- 

roiis  donc  celle  droile.    Il  siillira  ensuite   de   prendre  h^s  poinls  on 

elle  rencontre  les  (lioiles    7=1+1  II,    car  si  l'on  fait    x  = ; 

dans  l'écpialion  (.'l),  cette  ('"((ualion  devient     ij^  —  R^  —  0. 

pDiiils  (l'inlfrsi'i'lion  avfc  le.  crrclf  (',.   —    L'('M|uation  de   r(dlipse 

r  étant 

[x{d'  —  IV)  -h  dlVi'  +  d'if  —  W)  =  0 

et  celle  du  cercle  C  x-  -\-  y^  —  11^  =  0, 

si  nous  éliminons   y  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  une 

équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection 

des  dinix  courbes.  Nous  trouvons  ainsi  l'équation 

[x{d'  -  R')  +  dR'f  —  d'x'  =  0, 

dR' 

qui  se  décompose  on       x  =  d      et      x=  „2_9 /j'  C^) 

Donc,  les  poinls  cherchés  sont  les  points  où  le  cercle  C  est  rencontré  par  les  droites,  parallèles 
à  O7,  représentées  par  les  équations  (7).  Nous  pourrons  regarder  ces  poinls  comme  déterminés  quand 
nous  aurons  construit  les  points  où  les  droites  (7)  rencontrent  Ox. 

l'tmr  la  première  de  ces  droites,  il  nous  sudit  do  remarquer  que  c'est  la  droite  1).  Considérons 
Tauti-e.  Son  i''<pialion  sT'ciit 


dR' 


X  = 


M'  —  R' 


et  Ion  a 


dR'  _l_r      dR  dR      -] 


Or  les  noinl'^  dabscissos et = sont  les  centres  de  similitude  du  cercle  G  et 

'  d^l±  +  U  '/v  -2  -  R 

du  rerele  de  eenlre    H  et  de  rayon  dsl^ .  l'ar  conséquent,  ayant  i)ris  sur  ()(/  le  point  K  d'ordonnée  d, 

ce  (|ui  donne  d\/±  pour  longueur  de  la  portion  de  droite   BK,  nous  décrirons  le 

cercle  décentre  B  lit  de  rayon  BK,  nous  prendrons  les  centres  de  similitude  ï 

el  -   des  deux  cercles  (voir  plus'  haut)  et  pai-  1»'  milieu  de  la  portion  de  droite 

ïï'  nous  mènerons  la  parallèle  à  0»/. 

Observons  que  pour  que  les  points  considérés  soient  réels,  il  l'aul  el  il  sullil 

dR^ 

que  la  droite     x  =  p    rencontre  le  cercle   C,  c  est-à-dire  (jue  Ion  ait 

R^  —  'Id- 

d'R' 


R2 


Ceci  revient  à 
ou  encore 


(R2  —  U 
{R:'  —  Wf  —  dnV  >  0, 

('  R  \ 

d—  —  )f//  — R)  >  0. 


—  >  0. 

i\2    -^   "■ 


Ainsi,  quand    d    est  inft-rieur  à  —  <tn  supérieur:!    I{,    les  |)oinls  en  (pieslion  sont  réels;  ils  sont 

imajrinaires  dans  le  cas  contraire. 

Kn  rt'sumt",  la  droit"'    D    coupant  le  cercle  C,  ou  ne  le  coupant  pas,  selon  (|ue    d    est  infériem-  ou 
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supôriour  il  H,    lorsque  d  est  inférieur  à  —  la  conique    V    coupe   le    cercle   G    en  quatre  points  situés 

R 

deux  à  deux  sur  les  droites  (7).  Lorsque   d   est  supérieur  à   —  i  les  deux  courbes  n  ont  plus  que  deux 

points  d'intersection.  Ces  points  sont  sur  D,    si  d  est  plus  petit  que    U  ;    ils  sont  sur  lautre  droite,  si 
l'on  a    d>  R. 

Détermination  des  sommets  A  et  A  de  la  conique  a.  —  Puisque  les  points  A  et  A'  sont  les 
sommets  de  l'axe  focal  et  que  cet  axe  a  pour  é(iuati()n  7  —  3  =  0,  les  ordonnées  des  points  A  et  A' 
sont  égales  à  ?.  Quant  à  leurs  abscisses,  on  les  obtient  en  faisant  ?/  =  P  dans  l'équation  2)  et 
résolvant  l'équation  trouvée.  Le  calcul  est  immédiat;  on  a 

(/(a+R)  ^^  r7(a  — R) 


et 


(8) 


pour  valeurs  de  ces  abscisses. 

Soit,  d'après  l'énoncé,  A  le  sommet  le  plus  près  de  F.  Je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  l'abscisse 


du  point  A  est   —, — ~    et  celle  du  point   A', 


di' 


R) 


^/— R 


En  elfet,  si  d  est  plus  grand  que  R,  la  conique  A  est  une  ellipse.  Comme  elle  passe  par  le  point  0, 
il  faut  que  le  point  A  soit  à  droite  de  O7  et  le  point  A'  à  gauclie.  L'abscisse  du  point  A  est  donc 
positive  et  celle  du  point  A'  négative.  Or,  la  première  des  valeurs  (8  est  positive  et  la  seconde  néga- 
tive puisque  l'on  a  |a|  ■<  R  <  (/.  Donc,  dans  ce  cas  tout  au  moins,  la  première  des  valeurs  (S)  est 
l'abscisse  du  point  A  et  la  seconde  celle  du  point  A'. 

Su[)posons  maintenant  d  <C\i.  La  conique  A  est  une  byperbole.  Si  le  point  F  esta  droite  dr  D. 
c'est-à-dire  si  Ton  a    a  >  rf,     le  point  A  est  à  droite  de   D   et  le  point   A'   à  gauche,  entre   O7   et   D. 

Or,  on  a    —, —^  ^  d    et    — r^  <  d;     donc,  etc..  Si  le  point  F  est  à  uauche  de  D,  e"est-à din^  si 

l'on  a    I  a  I  <<  f/^     le  point  A  est  à  gauche  de  I),  entre  O7  et  I),  et  \o  point  A'  ;i  droite  de  1).  (^r,  on  a 

^ <<  a     et    -— r-  >  d;     donc,  etc. . . 

H  -h  (l  R  —  (( 

\jH  proposition  est  démontrée. 

I)(''lorminons  maintenant  les  positions  des  points  A  et  A'. 

l'oiiil  A.  —  Par  le  point  I"  menons  la  parallèle  à  O.r.  Soit  L  lt>  point  où  cette  drojlo  reneontrc 
O7.  Soit,  en  outre,  \\  l'exlri-milé  de  i:auehi'  du  dianièlre  du  eiMch'  ('.  qui 
conicide  avec  Oj"  et  (i  le  pied  de  la  peipeiidienlaire  ahaissi-e  du  point  F 
sur  ce  diamèti-e.  Tirons  KL  et  prenons  le  point  M  oh  cett(>  droite  r(>n- 
eontrc  la  droite   D.    lùilin  traçons    M(i,   celte   droite  n'iicontre   LF   en    A; 

cai' 

LA  _  K(i  LA  _  |{  -h  a 

JJ  ~  nii  _   _ 


;r 


d 


H 


(/ 


Piiiiil   A'.  —  On   rtqirend  ecMte  construction   en   a\anl   soin  d(>  rem- 
placer le  point   F  par  le  point  1']',  (>xtn''mil(''  de  dioite  du  diamètre  Or  dans  le  cercle  C. 

Lieu  du  point  A.  —  Le  point    A  es!  détini  par  les  deux  (Mpiations 

'/la-hR) 


et 


.7  -  p. 


rf-t-K 

dans  l(>s(pn'lles  les  paramètres  variables  x  (>t  p  satisfont  à  rt-iiualion 

On  a  donc  r('(|nalion  du  lieu  de  ce  pojnl  en  éliminant    y-   et    '^  tMitre  ces  tr<»is  équations.  i)n  (dilieni 


[x{d-\-\{)  —  dl\\'-hd\;/'  —  lV] 


0. 
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Cotlf  ri|ii;iliuii  muiilic  i|ii('  \o  litMi  (II)  iioiiil    \   c^l  une  ellipse.  Si  on  Tt'ciil  sons  l;i  forme 

x\d-i-n'f+d'i/  —  :2,n\{d  -f-  R).r  ^  0, 
on  voit  (|ne  colle  ollipso  passe  par  Toiigine  oi'i  elle  esl  langenle  à    ()»/,    car  l'un  des  axes  est   O.r.    F.a 

irrandeur  (le  cel  axe  est -•     Onanl  a  1  autre  a\e,  il  a  ponr  éciualion     .r  = cl  les  sommets 

Cturespondanls  ont  pour  oi(lonn(''(>s    -lil    el    — II. 

Lien  du  point  A'.    -  On  raisonneia  d(>  même  el  Ion  trouvera  pour  é(|nalion  du  lieu 

x{d  —  il)  -+-  dRY  -H  d'{y^  —  R2^  =  0 
ou  x\d  —ny-h  d'il-  +  2^/R(r/  —  R).r  =  0. 

D'où  les  Ciuielusions  suivantes.  \a^  lieu  du  point  \'  esl  une  ellipse  qui  passe  par  Torij^ine.  L'un  de  ses 

■      -,              <x      ,-  .                               ,1         ~<^^    I     .•     .  -         •  fl^ 

axes  coïncide  avi^c  O.r.  (.t^l  axe  a  pour  i;randeur  I •    li  anli(^  ax(^  a  pour  équation  .r  —  — 


et  sa  Ki'iUldeur  est    'IW. 


d-\\\    '        ' "■     d-W 


Ht'mnrijHi'..  — Puisque  les  lieux  des  points  A  et  A'  passent  tous  deux  par  0  et  ([ue  la  demi-somme 
des  abscisses  des  points  A  et  A'  est  l'abscisse  du  point  I,  le  lieu  r  du  point  I  doit  avoir  pour  sommets 
les  centres  des  lieux  des  points  A  el  A'.  11  est  facile  de  vérifier  ce  fait. 

Lieu  du  point  V.  —  Soient   .r   el    //    les  coordonnées  du  point  F'.  Désignons  \)[\v  .r,   l'abscisse  du 

X  — f-  2 

point  1.  On  a  ('videmmenl     .r,  =  — — —  •     Or,  l'équation  (3)  donne 

R2 

.r,  —  a  —  —  (.r,  —  rf)  =  0, 

y.d;-  —  f/R2 


d'oii 


On  a  donc 


d'-\V 
'xd'  —  r/R-        r  H 


d^  —  R»  -1 

d'où  xid'  -  R*) -+-  'idli-  =  ■x{d'  +  R-). 

Ainsi  l'abscisse  du  point  V  satisfait  à  l'équation 

x,['  —  W)-^1d^ 


d'  4-  R2 
Son  ordonnée  satisfaisant  évidemment  à 

.'/  =  P, 
on   a  l'équation  du  lieu   du   point  F  en  éliminant  a  et  j3  entre  ces  doux  é([ualions  et  l'équalion  de 
condition  a^  +  ?^  —  R''  =  0. 

On  trouve  [.rfrf^  — R^)^- SrfR^l^  -h[d'-[-  R'y-{i/-  —  n^)  =  0, 

et  l'un  voit  que  ce  lieu  esl  une  ellipse  dont  un  axe  coïncide  avec  Ox.  Les  extrémités  de  cet  axe  ont 

,      .  R(r/  — R)       .  R((/+R) 

pour  abscisses    — ; et • 

'  d+R  d—R 

.         .  2dR' 

L  autre  axe  a  pour  équation  x  = 


d'—R' 
et  sa  grandeur  esl  i2R,  ce  (pii  devait  être  évidemment. 

Remaripions  (pie  ce  lieu  doit  passer  par  les  points  où  la  droite  I)  rencontre  le  cercle  C,  car,  lors- 
que le  point  !•'  coïnride  avec  l'un  de  ces  points,  la  conique  A  se  réduit  ;i  deux  droites  qui  se  coupent 
en   1".   et  le  point   I'  C(jïncide  avec  le  point   F.   Ce  fait  est  facile  à  vérifier. 

SOM'TION  <;KOMKTIIIQI:e.  —  Je  remarque  d'abord  (pie  la  coiii(pie  A,  avanl  i)onr  loyer  F  et  pour 
directrice  Del,  de  plus,  passant  par  jr  point  O,  son  excentricité  p^I  r-r.'   c'est-;i-dir(^      •   On  aura  donc  I(>s 

sommels  A    et   A'  de  la  coiii(pie  A    en    menant  Taxe  focal    Fil  el  jiaila-cant  Fil   dans  le   rapport   -• 
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et 


Pour  cela,  il  sunira  de  mener  les  bissectrices  des  ani;les  formés  par  les  deux  droites   OF  et  OB,  de 

prendre  les  points   M  et  M'  où  ces  droites  rencon- 
trent Fl{  et enlin,  menant  parles  points  M  et  M'  les 
parallèles    à    D,     de    prendre    les     points    oii    ces 
droites  rencontrent  l'axe  focal  FH.    En  effet, 
.\F  _  MF  _  OF  _  R 
ÂH  ~  MÏÏ  ~  OB  ~  ^ 
A^F  _  MT  _  OF  _  R 

x^H  ~  Wn  ~  (m  ~  7/' 

Ceci  pose,  observons  que  puisque  le  point  F  dé- 
crit le  cercle  C  et  que  les  points  M  et  M'  partagent 

BF  dans  le  rapport  constant  -,   les  points    M  et   M' 
décrivent  chacun  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OB 
et  dont  les  points  situés  sur  Ox   s'obtiennent   sans 
(lifliculté. 
AK       R-i-f/ 

L  ordonnée  du  pomt  A  est  donc  à  l'or- 


na   n  ^''^ 

D  ailleurs     —— 

MK 


MF 
MB 


R 


par  suite    —  = 


d 


donnée  du  point  M,  dans  un  rapport  constant.  Donc,  le  point  A'  décrit  une  ellipse  dont  le  jiiand  axe 
coïncide  avec  le  diamètre  horizontal  du  cercle  décrit  par   M  et  dont  le  petit  axe  est  évidemment  -2\{. 
Des  considérations  analogues  conduisent  au  lieu  du  point   A'. 

bm  +  bm'     „      bn     1  ,b\1     |;m'\ 
'^'''   bf=t(bf-"bfJ- 

BM        BM' 


Soit  maintenant  N  le  milieu  de  MM'.  On  a    BN  = 


^''  BF   '' 


m 


-  sont  des  rapports  constants. 
BN 


I5I> 
BF 


Donc  le  rapport   — -  est  constant  et  le  lieu  du  point  N  est  une  circonférence.  Donc  encore,  le  lieu 

du  point  I  est  une  ellipse. 

Soit  (uilin,  sur  la  droite  BF,  le  point  P  symétrique  du  point  F  par  rapport  au  point  N.  Le  rapport 

BM'— M'P       BM'       MF      ^  ^       .  .  , 

j— =  -—  —  —      Or,  CCS  derniers  rapports  sont  constants.  Donc  le  lieu  du  point  P   est 

une  circonférence.  Donc  encore,  le  lieu  du  point  F'  est  une  ellipse. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  placé  dans  un  cas  de  ligure  ;  il  serait  nécessaire  de  véri- 
(i(!r  (}ue  les  relations  obtenues  sont  générales.  Il  faudrait  en  outre  calculei-  les  constantes  considérées 
et  en  déduire  les  résultats  précédemment  obtenus  [)ar  le  calcul.  Cela  ne  présente  aueuiit>  dilliculli'  ; 
nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 
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358.         ()\   '■/  OY  rlinil  deux  (ixt'.s  rcchnKjiilaircs,  on  drcrit  du  jin'nil   ()   commr  crnfn'  tim'  rirconfr- 
rance  de  raijon  u,  (jid  ctnipi'  l'uxr  des  x  en  A  <7  A'. 

Soit   B   lin  jioinl  siliit''  sur  l'axi' des  x,     OB  =  //,     el  un  i>oint   M    rorin- 
M       p  hir  sur  In  ciiranfrri'nci'.  On  considèif  In  jinrnhole  cirrmixcriti'  nu  Irianijle 

MAB  /■/  dnnl  l'nxe  rsl  i>nnillrlr  n  \M. 

Drmnnlri'v  iji'omrlriiiuenu'nl  i/nr  l'urr  dr  rrlle  parahule  est  la  droite  01* 
K  O       B        \       X        menée  j)nr  0  jinrnlhdeinenl  n   A'M. 

/l'i/unlion  de  eeth'  /inraltole  i-n  jtrennni  pour  iinrninèlre  vnrinhie  l'angle  o 
dr  A  M   ni',;-  l'irrr  ilrs    r.    /.iiii  de  son  second  jioinl  d' inlerseelion  nvee  le  mi/on  OM . 
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/h''(ri'niiili'r  sur  l'dxt'  01*  ili'  crllr  jnii(il)i)lf  (es  tJislinircs  dn  i>(>inl  ()  '/*/  sininiK'l  S  i-t  ini  foyi'r  V .  /''il 
rnnrliin'  ni  rnnnlciinfi's  pnhiirrs  //'  //'•*/  ilii  sunniirl  cl  /<■  hni  ilu  fdijrr. 

\a\  corde  AM   de  hi  icnalmlc  coiisidéive  esl  une  corde  priiicipale,  |iiiis(nrelle  esl    peipeiidiculaiie  ii 

latlroih"   AM,   itarallèlc  aux  dianièlres  do  la  coui'he.  I.a  droile    01',    iiarallrle  ii    A'M,    étant  perpondicn- 

laire  au    niilien  d"nni'    corde   |iriiicipale,    esl    Taxe   de   la    [Kiialxde  ;    celle   dinile    esl    r(>préscnlc(î    i)ar 

re'pialioii 

1/  :^  a-  1^  cp  ou  bien  x  siu  o  —  y  cos  o  =  (). 

l/e{pialiiin  LTi'ni'rale  des  paraboles  ayant  cette  dioilr  poni'  axe  est 

./■  sin  o  —  )/  cos  Ci)-  —  }.(./■  cos  o  +  //  sin  o  —  /i)  --  0.  [^11 

Di'leniiinons  À  et  /i  de  telle  laçon  que  celle  parabole  soit  circonscrite  au  triani;le  AMB  ;  il  sullit 
pour  cida  cpitdle  passe  par  les  points  A  et  B  ;  car,  ayant  pour  axe  OP,  elle  ne  peut  pas  passer  par  le 
point  A  sans  passer  par  le  point  M  symétrique  de  A  par  rapport  ;i  OP.  Or,  les  abscisses  des  points 
d'intersection  di>  la  couii)e  et  i\v  0\  sont  les  deux  racines  de  ré(iuation 

./•-  sin"-  o  —  l.v  cos  cp  4-  Xy;  —  0. 
Pour  qut>  ces  racint'S  soient  a  et  />,  il  l'aut  et  il  sullit  (pu'  l'on  ail 

).  cos  !p  rr:  (a  H-  h)  siu^  o  et  Aj)  ---  (ih  sin-  f , 

.    ,.  ^//y  cos  o  ^        (a  + /*)  sin2  Ci        ,         ,,    . 

c  esl-a-dire  i»  --  ,-  et  X  —  ' ^  (a.  -h  h)  sm  ci  ti;'  o. 

(1  4- 1>  cos  o  .  /         .        . 

l/tMiualion  diMiiandt'e  est  donc 

[x  sin  o  —  y  cos  cp)^  —  (a  -h  b)  sin  w  tg  o[x  cos  cp  -i-  y  sin  cp)  -f-  '^/A  sin-  cp  =  0.  [:2] 

Soil  Q  b^  point  où  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  l'axe  OP  rencontre  le  rayon  OM.  Ce 
point  étant  symétrique  de  B  par  rapport  à  l'axe,  appartient  à  la  parabole  ;  c'est  donc  le  second  point  où 
cotte  courbe  est  rencontrée  par  le  rayon  OM.  L'éjialité  évidente  de  OQ  et  de  OB  montre  que  quand  le 
]ioiiil  M  di'cril  la  circonn-i'ence  donnée,  le  point  Q  d(''crit  la  circonférence  concentrique  ayant  015  ou  h 
comme  rayon. 

On  peut  arriver  aisément  par  1(>  calcul  à  ce  résultat.  Cbcrcbons  l'équation  de  la  courbe  en  coordon- 
nées polaires  en  prenant  O  pour  pôle  et  0.\  pour  axe  polaire.  Remplaçons  dans  l'équation  [2!  x  par 
p  cos  (O  et  y  par  o  sin  m  ;  elle  devient 

p-  sin-  (cp  —  w)  —  (fl  +  h)o  sin  o  tg  'f  cos  (tp  —  w)  4-  ah  sin^  o  =  0. 

Pour  avoir  les  rayons  vecteurs  des  points  d'intersection  de  la  parabole  et  du  rayon  O.M,  il  sullit  de  faire 
dans  cette  équation     lo  =  2cp,     ce  qui  donne 

p^  —  [a  -\-  fj)p  H-  <i/)  =  0. 

Les  racines  étant  évidemment  n  et  h,  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  parabole  et  du  rayon 
mobile  OM  se  compose  des  deux  cercles  ayant  0  pour  centre  commun,  et  a  et  h  pour  rayons. 

Pour  déterminer  la  distance  du  point  0  au  sommet  de  la  courbe,  nous  remarquons  que  la  tangente 
au  sommet  de  la  paralxde  repri'senir'c  par  l'iMpiiilion    I    a  i)Our  (''quali(jn 

X  cos  cp  -+-  y  sin  -j  —  p  =  0. 

1,0  point  on  rlle  coupe  l'axe  OP,  c'est-à-dire  le  sommet,  est  à  une  distance  de  0  égale  à  //.  Or  on  a 

\u  que  l;i  \aleur  de  ji   est  -j-^.  C'est  la  distance  clierchée.  L'i-qualion  en  coordonnées  polaires  du 

(l  -+-  h 

ni)                                         ah 
IjfU  des  soimnets  est  donc  p= r  cos  ti  ou  r  cos  (o.  3 

C'est  un  cercle  passant  j)ar  le  [mMc  (J  et  ayani    poui'  diaini-tre  une   poilion  de   l'axe   polaire  égale  à 
7-     Celte  lon.L'Ueur  est  une  (pialrii'iiic  pi(i|icii  liuiiiirjjr  a     u -^ />,     n  et   //. 


ÉCOLE    NAVALE 
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Il  reste  à  trouver  la  distance  du  point  0  au  foyer  de  la  parabole  [2].  Pour  cela,  rapportons  celte 
parabole  à  son  axe  et  à  la  parallèle  menée  par  Torigine  à  la  tangente  au  sommet.  Si  l'on  fait  tourner  les 
axes  de  Tangle  ç,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

X  =  x'  cos  <5  —  y'  sin  o ,  y  =  x'  sin  o  -+-  j/'  cos  o, 

l'équation  [2]  devient  »/'-  —  (a-\~  h]x'  sin  '-p  tg  o  +  ah  sin-  'f  =  0 , 

,,       .         ,  ^    .               i    ,      ah  cos  o^ 
v/^  zz:  [a  +  h)  sm  o  Ig  o    .X ; 


ou  bien 


Cette  équation  montre  ({ue  la  distance  du  point  0  au  sommet  est 


ah  cos 


comme  nous  le  savions 


1 


déjà,  et  en  outre  que  le  paramètre  de  la  parabole  a  pour  valeur    —  (a-i-  h)  sin  o  tg  o.     11  eu  résulte  que 

ah  cos  ts       1 
la  distance  du  point  0  au  foyer  est   -p-  +  7-  ("  "*"  "^  ^'^  ?  ^o  ?•     ^^  ^'^^^  "*^^  foyers  de  toutes  les 

paraboles  considérées  est  donc  représenté  par  l'équation 

ah  1 

p  =  r  COS  M  -\ 1  a 


—  cos  (0  H 

//  4 


//)  sin  to  tK  w. 


On  obtient  tous  ses  points  en  ajoutant  aux  rayons  vecteurs  du  cercle  [3]  la  quantité  variable 

1  " 

—  (a  +  h)  sin  w  Ig  (.),     qui  croit  constamment  de  zéro  à  l'infini  quand  co  croit  de  zéro  à  —  •    La  courbe 

est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  Taxe  polaire  ;  elle  a  pour  asymptote  la  perpendiculaire  à  l'axe 

a-\-  h 
polaire  ayant  pour  équation     p  cos  w  =  — ^ —     On  le  voit  sans  peine  en  cherchant  la  limite,  pour 


4 


T.  p' 

=  —  ,    de  la  sous-tangente  —, 

t  p 

Solution  géométrique.  — 


K.  D. 


(l.ins  U's  triaimlcs  scmliliililcs     OlD  et  AMA  ;     diMic 


Il  est  facile  de  donner  une  solution  géométrique  de  celle  question. 

1»  On  voit  de  suite  que  l'angle  A'MA 
est  droit  ;  donc  M.\  est  uiu"  corde  de  la 
parabole  perpcMidiculaire  à  la  direction 
de  l'axe,  et  par  siiile  cet  axe  est  le  rayon 
01*,  ])erpendiciilaire  au  milieu  de  A.M. 

2»  Cela  posé,  menons  par  le  point  B 
une  parallèle,  l>0.  à  AM  ;  elle  est  per- 
l)eiuliculaire  à  OP  et  rencontre  OM  en 
un  |»oint  Q,  symétriipie  de  15  par  rap- 
port à  OP;  donc  OO  =  OB,  el,  jku- 
suite,  le  lieu  du  point  0  est  le  cercle  dé- 
crit de  0  comme  centre  avec  OB  comme 
rayon. —  Ces  deux  parties  sont  traitées 
ainsi  dans  la  solulion  i»récédente. 

3'  La  parabole  est  alors  circonscrite 
X  au  Irapè/.t'  A150M  ;  la  polaire  de  O  passe 
donc  en  i  (point  de  concours  des  dia- 
gonales)   et    est   parallèle   à    AM.    Par 
conséquent  le  sommet,  qui  est  le  point 
de  rencontre  de  la  parabole  avec  Taxe, 
est  le  milieu  de  (H,    S.  Or  il  est  facilt> 
d'avoir  le  lieu  de  I;  car  en  appelant  D 
le   point  de  rencontre  de  la  polaire  de 
O  avec   0\,  on  a  successivenuMit 
01    _   OB 
A  M  ~  A'B  ' 
dans  le^    Irianulc";    seinblahles     (Mil  el 

(H  (II) 

AT-M.     pu.s      ;^=x^\' 

(II)      (»p.  on  _     b 

A  A  ~  ATJ  ""  2<i  ~7T6' 
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QUESTIONS    l'l{()l»OSlvKS 


d'où  IMllill 

Il  rôsullc 
(liamèln*. 
Ton  a 


OD  = 


2ab 


donc    do    là,     |)uis(|uc 
Si  l'on  a[i|>t>Ilo  ;ilois  K 


(t  +  b 

l'aiii^lc  Oïl)  est  dinil,   (|ue   le  lieu 
II'  inilicMi  de  01),  le  lieu  de  S  est  le 


de  I  est   le    cercle  décrit  sur  Ol)  coiniue 
cercle  décrit   sur  OE  connue  diamètre,  et 


0I-:  = 


nb 


a-\-  b 

\°  Si  l'on  considère  tous  les  couples  de;  droites  conjuguées  rectanuMilaires,  ils  interceptent  sur  l'axe  de  la 
parabole  îles  segments  dont  le  milieu  commun  est  le  foyer,  V,  de  la  parabole.  Nous  aurons  un  de  ces  couples 
en  considérant  la  corde  AU  et  son  pôle.  Or  ce  point  est  à  l'intersection  de  la  polaire  de  (),  II),  avec 
le  diamètre  de  la  corde  AH  ;  ce  diamètre  est  CJ,  mené  par  le  milieu  de  Alî  parallèlemenl  à  01* ;  .1  est 
donc  le  pôle  de  .\l>.  .Menons  jiar  ce  point  une  perpendiculaire  à  Alî  ou  0\  ;  elle  rencoiilrt;  OP  en  II,  et 
Oll  est  le  segment  inlerceplé  sur  l'axe  de  la  parabole  par  les  deux  droites  conjuguées  rectangulaires, 
\l'>  li  .111.    Donc  le  loyer  I'"  est  le  milieu  de  Oll. 

I.e  lieu  de  F  est  donc  bomolhéti(|ue  au  lieu  de  II  ;  le  centre  d'Iiomotliétie  est  0  et  le  rai)porL  1/2.  Il  en 
résulte  qu'il  suilit  de  construire  le  lieu  de  H  pour  savoir  construire  le  lieu  de  F.  Or  les  deux  j)oints  I  et  .1 
décrivent  respectivement  les  cercles  construits  avec  les  diamètres  01)  et  I)C  Delà  la  construction  suivante: 

Décrire  sur  OD  et  DG  connue  diamètres  deux  cercles;  mener  par  l)  une  droite  quelconque  qui  rencontre 
ces  deux  cercles  en  I  et  J  ;  joindre  les  i)oinls  0  et  1,  cl  de  J  abaisser  une  perpendiculaire  sur  0\  ;  le  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites  est  un  point  quelconque  du  lieu. 

Il  résulte  de  celte  construction  que  le  lieu  est  symétrique  par  rap[)ort  à  OX,  que  le  i)oint  l)  fait  partie  du 
lieu,  que  le  point  mobile  du  lieu,  II,  est  toujours  compris  entre  les  perpendiculaires  à  OX  menées  par  D  et  C, 
et  (ju'cnlin  le  point  11  s'éloigne  à  l'inlini  quand  DJ  tend  vers  DC  ;  la  brandie  (|u'il  décrit  se  rapproclic  indé- 
linimenl  de  la  perpendiculaire  à  O.X   menée  par  le  point  C;    cette  droite  est  donc  asymptote  à  la  courbe.  Etc. 

On  peut  facilement  déduire  de  là  les  valeurs  de  OS  et  de  OF  en  fonction  de  o.  C'est  un  exercice  que  nous 
laissons  au  lecleur. 

K.  11. 

Oui  r(?solu  la  (lucsliou  :  MM.  C.   .\.    I'cu'Illiaiit  (à  Joiguy)  cl  Vazou  (à  Falaise). 


QUESTIONS  PROPOSEES 

376.  —  Dans  un  rectangle  donné  on  demande   d'inscrire  un  losange  de  surface  donnée  : 

déterminer  la  plus  |)etite  valeur  que  peut  prendre  cette  surface  pour  que  le  problème  soit  pos- 

rf      sible. 

)  (Concours  d'admission  mu:  Cours  pn-paraloires  à  l'école  des  Ponts  el  Chaussées,  ISO  t.) 


377.  —  Par  un  point  fixe  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on   mène   une  corde  PQ 
7  de  direction  variable   sur   laquelle    on   construit    un  triangle   équilaléral     MPO  :     on 

demande  le  lieu  du  point  .M. 

Examiner  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  situé  sur  le  cercle. 

(Id.) 

378.  _  Trouver  l'équalion  générale  des  coniques  tangentes  à  une  droite  D  en  un  point    A,  à  une  droite    D', 
parallèle  à  D  et  à  une  troisième  droite  ^  perpendiculaire  à  D  et  D'. 

Trouver,  pour  cbacune  de  ces  coniques,  l'équation  de  la  seconde  tangente  parallèle  à  A  et  réf[uation    de  la 
corde  des  contacts  avec  les  droites    D  et  A- 

On  demande  alors  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  parallèle  à  A  avec  cette  corde  des  contacts  et 
aussi  le  lieu  du  point  de  contact  de  cette  seconde  tangente  avec  la  coni(|ue. 

On  demande  en  outre  le  lieu  des  fovers  des  coniques  du  svstème  et  de  construire  ce  lieu. 

E.  H. 


M.  Laviévillc,  nommé  sous-directeur  des  études  au  lycée  Saint-Louis,  ne  pourra  plus  s'occuper 
aclivemenl  de  la  Hrvue.  M.  Rivière,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  a  bien  voulu  se  charger  de  la  partie 
])lnjslijiir  el  cliimie. 

Le  HMacli-ur-GcrdHl  :  II.   VUIDERT. 


BAR-LE-I>DC.  —   mP.   COMTBJACQQET. 
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REVUE   DE   MAÏHÉMATiaUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


ÉCOLE    NORMALE    SUPERIEURE    (Concours  do    I89t). 


349.  —  On  considère  les  coniques  représentées  jmr  l'équation 

x^  +  11x11  —  2lfjx  —  't(a  —  //}//  =  0, 

où  a  et  h  sont  deux  constantes  et  X  icn  paramétre  variable. 

i°  Prouver  que,  si  X  varie^  les  polaires  d'un  point  fixe  M  par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  un 
point  fixe  P,  dont  on  calculera  les  coordonnées^  au  moijeji  des  coordonnées  du  point  M. 

2°  On  fait  décrire  au  jioinl  M  une  droite  arbitraire  A 

iix  -\-  vy  -\-  H'  =  0  ; 

prouver  que  le  point  P  décrit  alors  une  conique  S  et  que  lorsque  A  se  déplace  dans  h'  j)lan,  laconique  S 
.se  déforme  en  passant  par  trois  points  fixes  A,  A',  A".  Inversement,  quand  le  point  P  décrit  la  conique  S, 
le  point  M  décrit  la  droite  A;   qw  devient-il  quand  le  point  P  vient  ru  l'i(n  des  trois  points  A,  A',  A'  ? 

',]"  Oii  doit  être  pris  le  jminl  M  pour  tpic  le  j)oinl  P  soit  rejeté  à  Vin  fini?  Quelle  position  doit  avoir  la 
droite  A  pour  que  la  conique  S  qui  lui  correspond  soit  une  ellipse,   une  lujperhole  ou  une  parabole  ? 

4°  On  considère  foutes  les  coniipies  S  qïii  sont  di's  paraboles  et,  en  particulier,  les  axes  de  ces  courbes. 
l'roiivrr  qur  par  tout  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces  axes  ;  di^linquri'  /cv  points  du  plan  pour  le.'iquels 
ces  trois  arcs  soûl  réels  de  ceux  pour  lesquels  urt  seul  axe  est  rérl. 

5"  Trouver  le  lieu  des  points  pour  Irsipiels  deux  de  ces  axes  se  coupent  à  auijle  droit. 

.    PREMIÈRE    SOLUTION 

Solution  analytique.  -  1'  Dr^siuiions  par  /'(.r,  //,  :),  (:  =  1\  lo  pitMiiici  iihmmIuo  do 
r('!([iialii>n  du  laiscoau  (l((s  c()ni([ii('s  (IniintM's  t'I  par  •'',,'/,  cl  los  ooordomir'fs  du  poiiil  M.  I.'i't|ua- 
liou  i;V'iirMal('  des  polaii'f^s  du  point  .M   pai'  rappnii  à  C(>s  ci)ni([Ut>s  est 

ou  1)  H-  XI)'    -r  :    0, 

OU  puMiiil  I)        ,/ \        tu       AV  —  "la  —  A)i/      ol      I)  ,y  —  /;)\ -t   .rV  —  bx. 

(Icllo  (Mpialiou  nmnlri' ipu' los  polairos  du  point  M  passont  loiitos  par  lo  point  do  ronoonlro  dos 
droilos  I)  0,  D' r^  t).  Nous  désignerons  les  coonlouiioos  do  oo  poiul  par  \.  ^.  ipii  r(^prés(Mitaionl 
antéricuroiiuMil  l(>s  o.ooidouuiM's    oouraiitos    pour  les  didilc-    h    l'I   |) ,    l'I  uou-»  aurons  cos  uiunbros  on 


M 


ÉCOLE    NOltMAl.K    Sri'KUlKrHK 


résolvant  li's  tlciix  r(|ii;ilioiis     I)    ^  0,     I)    =^  l».     [tai  i  a|i|mi  l  à   \   cl    >.    Nous  obiciioiis  ainsi 


et 


X  = 

Y  ^ 


2(»  —  h j.L\ij -+-/'} 
hx'  —  2{a  —  fj)y{i/  —  h) 


r. 


ce  sonl  li's  cooriliinnf('>  dn  p^int    I*. 

Avant  d'alItM'  itlus  loin,  il  osl  bun  de  reniaii|Ui'i'  (jnc  les  (■•(|ualii)iis  I)  :  0  cl  D'  =  0  contien- 
nent syniéli  i(|ni'nit'nl  les  coordonnées  des  points  M  cl  I*,  et  (jue,  i)af  snitc,  les  C(j(ndoinié(>s  du 
point   M  en  fonction  di'  celles  dn  point  P  ont  pour  expressions 


et 


2°  Si  le  [loin!   M  décrit  nne  droite 


/j\ '  -  ±{a  —  h)\-{ \  —  bi 
"x=''+~2(a  —  bJiY  -  b)   ' 


ux  -+-  vy  -+  œ  =  0, 


(2) 


le  point  P  décrit  un  lieu  dont  on  a  réipialion  en  remplaçant  x  cl  y  par  les  expressions  (2)  dans  ré<iua- 
tion  (a").    On  (d)tient  ainsi  la  conifpie 

S  ^  ->„  n  —  /^jX(  V  4-  b)  -h  v[b\'  —  2(r,  -  b)Y{\  —  b)]  -h  ir[\'  +  2(rt  —  b){\  —  b)]  =  0. 

Quand  la  droih^  A  se  déplace  dans  le  plan,  les  rapports  de  »,  «,  m  à  l'un  d'eux  deviennent 
arbitraires  et  la  conitpie  S  engendre  un  réseau  de  coni(iues.  Cette  conique  a  des  points  fixes  si  les  trois 
conitiues 

X(Y  4-  b)  =  0,  b\'—2a  —  b)Y{\  —  b)  =  0,  X^  +  2(a  —  b){Y—b)  =  0 


•nt  dt.'s  points  conununs.  Or  les  deux  preniièros  ont  en  conmiuii  les  ipiatrc  points 

X  =  0,  Y  =  0, 

X  =  0,  Y  r^  b, 
X  =  —  'islb{a  —  b),  Y  =  —b, 

X  =       ^slb[a  —  b),  Y  =  —b  ; 


(0) 
(A) 
(A') 
(A") 


le  preniior  n'appartient  pas  à  la  troisième  conique;  mais  les  trois  derniers  lui  a[tparlieinienl,  cl  Ion 
voit  que  tontes  les  conicpn^s  du  reseau  passent  en  ces  trois  points  A,  A',  A". 

i'oui'  inteiprt'Ier  gi-onK-liiqueinent  ces  résultats,  nous  supposerons,  alin  de  lixer  les  idées,  a  >  0, 
b  >  0,  Il  >■  A,  cl  nous  reniai(pierons  (|ue  les  coni(pies  données  passent  itar  ([ualrc  points  lixcs,  les 
points  de  rcnconirc  des  deux  coniijues 


X-  —  A{ii  —  b)y  =  0 

ces  coniques  se  coupent  aux  points 

.;•  =  0, 
X  =  0, 


et 


x[y  —  b)  =  l)  ; 


X  =  —  2^b{a  —  b)  , 
X  =  'i^b(n  —  b] , 


.7  =  i, 

z  =  0 

?/==o, 

z  =  1 

y  -  '^ 

:  =  1 

.'/  =  /v, 

:  =  1. 

ÊCOLK   NORMALE    SUPERIEURE 


De  ces  quade  points  run  est  à  l'infini  sur  Oy,   un  autre  à  l'origine  et  les  deux  derniers  sur  la  droite 

'/  =  0,  symétriquenieni  placés  par  rapport  à  0?/.  Ces  points 
ont  été  marqués  en  1,  2,  3,  4  sur  la  ligure;  ils  forment  un 
quadrangle  dont  les  points  A,  A',  A"  sont  les  points  diagonaux, 
ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Alors  les  coniques  du  réseau  S  conslitucnl  l'ensemble  des 
coni<iues  circonscrites  au  triangle  AA'A",  et  les  trois  coniques 
de  base  de  ce  réseau  sont  :  la  première,  X{\-{-h)=0,  le 
système  formé  par  l'axe  Oy  et  la  droite  A' A"  ;  la  seconde, 
hX-  —  2(a  —  /''jV(Y  —  b)  =  0,  l'hyperbole  passant  aux  quatre 
points  0,  A,  A',  A",  et  ayant  Oy  pour  axe  de  symétrie  :  la  troi- 
sième, X^  +  2(a  —  /j)(Y  —  fj)  =  0,  la  parabole  circonscrite  au 
triangle   AA'A"  et  ayant  pour  axe,   0//. 

Cela  posé,  quand  le  point  P  décrit  laconique  S  =  0,  où 
u,  y,  ta  ont  des  valeurs  données,  les  coordonnées  X  et  Y  qui 
figurent  dans  les  formules  (2)  vérifient  l'équation  S  =  0;  il  suffit  de  remplacer  dans  celle-ci  les  frac- 
lions  qui  sont  les  seconds  membres  de  ces  formules  (2)  par  a:  et  y  pour  avoir  le  lieu  du  point  M  ;  on 
retrouve  ainsi  la  droite  a. 

Quand  le  point  P  vient  en  l'un  des  points  A,  A'  ou  A",  les  premiers  membres  des  coniques  de  base 
du  réseau  sont  tous  nuls.  Or  ce  sont  justement  les  trois  déterminants  du  second  ordre  formés  avec  les 
coenicienls  des  équations  D  =  0,  D'  =  0,  quand  ou  y  regarde  x  et  y  comme  étant  les  inconnues  ; 
ces  é(iuatians  se  réduisent  à  une  seule,  et  pour  chacune  de  ces  positions  du  point  P  le  point  .M  est 
indéterminé  sur  une  droite  :  si  le  point  P  est  en  A,  le  point  M  est  indéterminé  sur  la  droite  y  =  — /»; 
si  le  point  P  est  en  A',  le  point  M  est  indéterminé  sur  la  droite  /(«  —  à){y  —  h) -\- ^'T>.v  =  0;  si  h' 
point  P  est  en  A",  le  point  M  est  indéterminé  sur  la  droite     — \/{a —  h) {y  —  h)  -h-  \'f>v  =  0. 

En  un  mot  quand  le  point  P  est  en  l'un  des  sommets  du  triangle  AA'A",  le  point  M  est  indéterminé 
sur  le  côté  opposé. 

Si  le  point  P  se  rapproche  de  l'un  de  ces  sommets  en  restant  sur  une  conique  S  déterminée,  le 
point  M  se  meut  sur  la  droite  A  et  alors  il  vient  au  point  de  rencontre  de  a  avec  le  côté  opposé  au 
sommet  considéré  dans  le  triangle  AA'A". 

3°  Pour  (jne  le  point  P  soit  ;i  Tinlini,  il  faut  que  le  di'nominateur  coiunum  drs  rormulcs  (^1  x.il 
nul  ;  c'est-à-dire  ([ue  le  [loinl   M  soil  situé  sur  la  parabole 

.j;2-+-2(>/  —  h)(y  —  h)  =  0. 

C'est  la  troisième  coniiiue  de  base  du  réseau.  Ainsi  (|ui'  ihmis  laNons  \u,  e'est  la  paialnde  eiiC()n<- 
crile  au  triangle  AA'A"  et  ayant  O7  pour  axe. 

Pour  cxpiiiiicr  (|u<'  la  conicpie  S  csl  une  ellipse,  formons  les  leiines  dn  second  degic  de  celle 
conique  et  leur  discriminanl.  Nous  aui'ons  d'ahonl,  en  developpanl  recpiatiou     S     .  (». 

[ho  -h  H')\-  -r  t{n  —  />  iiW  —  '■2[ii  —  (i)c\-  -^  ■■■  —  0, 

{il  -  /y)»»^  _j_2(^t  -  l>)i\hv  -t-  w)  <  0, 

pour  exprimer  (|ue  celle  conicpu'  (>st  une  ellipse.  Hivi^niiN  par     n  —  /^     qui  est  positif,  nous  auion>i 

//  -   //  //-'    I   -lv\^hc  -k-  ir)  y^  0. 

suivant  (iiii'  la  ci>ni(|ue   S  est  une  ellipse,  luie  liyperbolt»  on  tuie  parabole. 
Il  esl  l;u'ile  de  \oir  cpie 


puis  la  condition 


^(/  —  h, II-  -t-  2<\/>t' -H /<•; 


3r> 
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l'îsl  rôiiualioii  laiiiiciiliellc  de  la  paraboli'  <|ui  t'sl  la  troisirinc  (■()iii{iii('  de  base  dans  le  rùscau,  et  ([ue,  si 
lo  promior  uitMiibif  do  coU(>  iMpialinii  taii^cnliclh"  est  nt''i;alir.  pour  ii,  i\  /r,  la  droilo  dont  ce  sont  les 
coordonnées  ne  renconlre  pas  collo  paiabolc.  Soil  M  cclti"  |iaralinl(\  Les  dioilcs  a  pour  Icsqiielhis  la 
coni«|ue  S  esl  une  parabole  envelopjv'ul  la  parabole  M  :  les  droites  a  pour  les(pielles  la  conicpie  S  est 
une  bvperbole  soûl  b^s  sécantes  (b'  la  [larabole  II  ;  enliu  les  droites  A  pour  !es(iuclles  la  couicpu:'  S 
est  une  ellipse  sont  les  nou-séeaules  de  eetle  niêiue  parabole  H. 

4°  Considérons;  maintenant  en  particulier  les  eoiU(|ues  du  réseau  (."'»)  qui  sont  di's  par<iboles,  c'est- 
à-dire  (jui  correspondent  aux  droites  A  dont  les  coordonnées  vérilienl  r('(pialion 

' a  —  h.ii'^  -t-  2y(/>y  -t-  ?/')  =  0. 

Nous  obtiendrons  leur  é(pialion  générale  en  tirant  w  de  cette  relation, 

{(i  —  /)W^ 

II'   =r   —  lir , 


et  portant  celte  valeur  dans  l'équation  générale     S  =  0.     Elîcctuons  ce  calcul  et  désignons  —  par  /  ; 

nous  aurons,  toutes  réducti(Mis  faites,  l'équation  générale  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AA'A"  : 

i  -2//  —  /.g-  —  ïhLv  -\-  ±{a  —  b)thj  —  W  —  'ih[a  —  b)t^  =  0.  (3) 

La  direcliou  de  Taxe  île  la  i)arabole  (/)  a  pour  coeflicient  angulaire  —  ;  les  cordes  principales  ont  pour 

2 

coellicient  angulaire  — "^  -,   et,  par  suite,  l'équation  de  l'axe  est 

2 

fi- -/■;,  =  (), 

en  désignant,  i)0ur  abréger,  par  /"(r,  j/)  le  premier  membre  de  l'équation  (3).  On  obtient  ainsi,  toutes 

réductions  faites, 

[t^  -1-  it).x  —  ±{l'  +  4)v  —  2f</-'  =  0  (4) 

pour  équation  de  l'axe  de  la  parabole  (/).  Si  dans  cette  équation  on  regarde  x  et  y  comme  les  coor- 
données d'un  point  donné,  elle  exprime  que  l'axe  de  la  parabole  (0  passe  en  ce  point  et  détermine,  par 
suite,  les  valeurs  de  /  pour  lesquelles  cela  a  lieu.  L'équalion  (4)  étant  du  troisième  degré  en  /,  il  y  a 
donc  trois  axes  (pii  passent  ]>ar  cliaque  point  du  plan;  leur  envelopi)e  esl  de  Iroisiènu^  classe. 

Nous  aurons  i)arlagé  le  plan  en  régions  contenant,  les  unes  des  points  pour  les(piels  les  trois  axes 
sont  réels,  el  les  autres  des  points  pour  lesquels  deux  sont  imaginaires,  en  construisant  le  lieu  des 
points  pour  lesquels  deux  d'entre  eux  sont  confondus,  car  tout  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  la  r('alite 
cl  la  coïncidence  des  droites  d'un  faisceau  tel  que  (4),  se  ramène  aux  mêmes  études  sur  le  paramètre  /. 

Le  lien  (|ue  nous  obtiendrons  ainsi  se  compose  de  l'enveloppe  du  faisceau  et  parfois  aussi  de 
certaines  droites  doubles  ou  multiples  de  ce  faisceau;  ici  il  n'y  aura  que  l'cînveloppe,  comme  nous 
allons  le  voir. 

Adjoignons  donc  à  l'i^qualion  (4)  sa  dériv('n  |)ar  rapport  à   /;    nous  aurons,  pour  délinir  le  lieu,  les 

deux  ('(jualions 

(/■-i-4/jx  — 2(/--t-4ji/  — ^2^'/-  =  0, 

Cir-  H-  i)  V  —  Atij  _  4r;/  rr.  (  » . 
Si  l'on  éliminait    /   enli'é  ces  deux  é(|uali(jns,  on  aurait  l'iMpialion  du  lieu  cberclié  en  coordonnées 
cartésiennes.  .Mais  il  vaut  mieux  r<''soudre  ces  deux  équation>  par  rapport  h   x   et  à    //,    et  trouver  les 
deux  équations  de  la  courbe',  ;i  l'ai<le  du  [»ar  imètre   /.   Nous  aurons  ainsi 


a^W  —  l')     i 


(5) 
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('qualioiis  f[ui  iiioiilreul  imnu'dialcinent  ([uc  le  lit'ii  est  une   quartique  unicursale,  c'est-ii-dire  une 

quartiquo  h  trois  points  doubles  ou  à  siniiulaiités  é((uivalente3. 

Pour  coiislruire  cette  courbe,  remarfiuons  d'abord  qiu'  si  Ton  change    l   on     —  /,     .r   se  change 

(>n    — .r,    et  //  ne  change  pas;   la  courbe 
y  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'axe 

des  ?/,  et,  en  tenant  compte  de  cette 
symétrie,  il  sufOt  de  construire  la  por- 
lion  qui  correspond  aux  valeurs  positives 
de  t.  Cela  posé,  les  dérivées  de  x  et  de  y 
par  raptport  à  t  sont 


a/  = 


y  = 


lGrt(4  — 3/^) 

(^^-+-4;' 

S,,/,  4 _  3/2) 
(/2  _,_  4)3-  ' 


D'ailleurs  [iour     /  =  0,     x  et  y  sont  nuls  ;  pour     /  =  -^.      x  =  -^^^     ?/ 


et  nous  montrcnl  ({ue    /■  et   y  croissent 

toutes    deux   dans    l'intervalle    M). -^| 

2 
et  décroissent  (luand  /  varie  de    -^    ;i 

-+-  00  ;    d'autre  part,  le  coefficient  angu- 

lau'e  de  la  tangente  est    ^  =  —    et  croît 

X  2 

toujours  avec  /  (i\e.  0  à  4-  x  ).  11  en 
résulte  ([ue  la  tangente  tourne  toujcturs 
dans  le  sens  positif  quand  /  croit  d.>  (» 
à     +  oc  . 

n 


l'iinr  /    infini. 


/;{  8       ■'       S 

.r  =  0,     y  =  — (I.     Toutes  ces  renianpies  permettent  de  tracer  les  dt>ux  arcs  OA  cl   Al!  (|ui  sont  ib'crils 

2  2 

dans  le   sens  des    llèches,  (piand    /    varie  successivemcMit  de    0   à  -^  et  de  —  à    -h  x  .    La  courbe 

s'achève  par  synu-lrie  et  l'on  obtient  ainsi  une  couibc  à  lr(»is  puinls  d(^  rebron^-^eiutMil,  A.  jî,  \  .  11 
s(M"iit  iacile  de  vérilier  (jue  c'est  une  liypocycloïde  à  trois  rebroiissiMueiils,  mais  cela  u"a  aucun  inltM'»"'! 
au  point  de  vue  des  (picstions  (pii  restent  à  traiter. 

La  courbi^  trouvée  [)artage  le  plan  en  deux  régions;  voyons  ce  (jui  st>  passe  dans  cliacuiit'  d'elles. 

Si  l'on  prend  un  point  pailiculicu'  de  la  n'-gion  intérieure,  le  point     x  r-^  0.     »/  = —  ,     par  exemple, 

ré(piation  ('n  devient,  p(uii-  ce  pnini,  'i  —  /^  =  0  ;  (>lle  :Hlniel  trois  racines  réelles:  — :i,  -i-l  el 
une  lacîine  iulinie  ;  donc  par  tout  |iomiI  de  celte  région  il  passe  trois  axes  réels.  Si  l'on  prtMid  un  point 
particulier  de  la  ri'gion  cNterieine,  ./•  —  0.  i/  =  f/,  p;ir  (>\emple,  l'iMpiation  (fi  devi(>nl.  pour  ce 
|)oint,  1- -\  "1  =  {)  :  (die  admet  deux  lacines  imaginaires;  donc  par  l(»ul  point  de  celle  région  il  ne 
passe  (piuu  seul  axe  réel,  l'.ntiu  par  Iciil  |Hiinl  de  l,i  couibe,  il  pa^-~e  deux  a\es  rt-cls,  dont  l'un  complt» 
pour  deux. 

5"  Soient  /  et  /"  les  paramètres  de  deux  des  axes  (|ui  |iasstMit  au  pt>inl  (.r,  j/)  ;  ce  sont  deux  racines 
de  rtMiualiou  'i  )  ;  d'ailleurs  les  coellicii'uls  angulaii'cs  des  axes  c(Mre<pondants  sont  -—  el  ^  :  la 
l'ondilion   pour  qu'ils  soient   rectangulaires  est  dcuic     //    —  —  i  ;     d'autre   pari,  l'equaliou    i    donne. 


as 
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«.'/ 


^A'/ 


poiii'  |r  prodiiil  (les  lioi^  r;iriiii'>^.      //'/"  =  -^  ;      on  v\\  ((.iiclnl  i|ni'      /  =  —  --      doil  v[vr  laciiic  de  ccllo 

t''i|iiali(iii,  r|  c'csl  tMi  rxiirimaiil  ce  l'ail  (|ii('  l'on  oltliriii  riMitialioii  du  lieu  : 

'•l.r'^  -h  if)  H-  t(if  =  {). 
r.f  lii'u  esl  un  cercle  l'acile  à  conslruire. 

Oui  Intilo  la  quostinit,  à  peu  jtres  ooiiiplt'lciiioiit  :  MM.  lliiiON,  I.Duis  Ciiiaix  (à  Nantes),  Jean  Tanasksc.o  [h  IJucaresl),  Ci. -A.  INnii,- 
i.iAi\h  {H  Joij^ny),  F.  I'kc.oiukh,  n^piHiteur  au  colli'ije  de  Celte,  Pétrksc.u  (à  Huearest)  et  F.  CoiiniKiiK. 


Solution  géométrique.  -     Il   est  aussi  siuipio  (!(>  considérer  Ic^  cunifiues  ciiTouscrilcs  à    un   (|uai!ran<j;lo 

(|iHdcon((ue,  \,  2,  '.],  4,  que  d'en\  isaf^er  celles  do  rénoucé.  Nous  Iraitcions 
donc  le  prohlùnic  plus  général  obtenu  en  parlant  de  coniques  passant  par 
(|uatre  poiids  quelconques. 

1"  La  première  partie  résulte  du  théorème  de  Desargues.  Soit  en  eiïet  M 
un  point  (|uolcon(jue  ;  prenons  les  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux 
couples  de  côtés  qui  se  coupent  en  A  et  en  A'  ;  nous  obtiendrons  les  deux 
polaires  AP  et  A'P  qui  se  coupent  en  un  point  P.  Si  alors  nous  menons 
la  droite  .MP,  toutes  les  coniques  du  faisceau  tracent  sur  celle  droite  une 
involution  dont  M  et  P  sont  les  points  doubles,  puiscpie  ces  deux  points 
divisent  harnioni(|uenient  deux  des  couples  ;  donc  toutes  les  polaires  de  M 
passent  en  P  et  toutes  celles  de  P  passent  en  M.  En  plus  de  ce  qui  était 
indiqué,  nous  voyons  que  les  deux  points  M  et  P  jouent  l'un  par  rapport 
à  l'autre  le  même  rôle. 

2»  Quand  le  point  M  se  meut,  les  deux  faisceaux  AM  et  ;\P  forment 
un  fais<;eau  involulif  et,  par  suite,  sont  homographiques  ;  de  même,  les 
faisceaux  A'M  et  A'P.  Mais  quand  M  décrit  une  droite,  les  deux  faisceaux 
AM  et  A'M  sont  évidemment  homographiques  ;  il  en  est  donc  de  même 
de  AP  et  A'P,  et  le  point  P  décrit  une  conique  (|ui  passe  aux  points  A 
et  A'.  Rien  ne  dislingue  A"  des  deux  autres  points,  et  cette  conique  passe 
aussi  au  point  A". 

Inversement,  si  le  point  P  décrit  une  conique  qui  passe  aux  trois 
points  A,  A'  A",  les  deux  faisceaux  AP  et  A'P  sont  homographiques  ;  il 
d'ailleurs  AA"  et  A'A"  sont  un  couple  de  rayons  correspondants  et  ceux-ci 
ont  pour  correspondants  res[)e(tifs  AA'  et  A'A;  les  deux  faisceaux  AM  et  A'M,  qui  sont  homographiques,  ont 
deux  rayons  homologues  confondus;  donc  le  point  M  décrit  une  droite. 

On  voit  donc  qu'à  toute  droite  A  du  plan  est  associée  une  conique  S  qui  passe  aux  points  A,  A',  A". 
Lorsque  le  point  P  vient  en  A",  les  deux  rayons  AM  et  A'M  viennent  sur  AA'  et  le   point   M   est  indéter- 
miné sur  cette  droile. 

3"  Puisqiuî  P  est  par  rapport  à  M  ce  que  .AI  est  par  rapport  à  P,  le  point  M  décrit  une  coni(|ue  circonsci-ite 
au  triangle  .XA'A",  quand  le  point  P  décrit  la  droiie  de  linlini.  La  nature  de  cette  conique  dépend  de  la  forme 
du  quadrangle.  lin  eHot,  la  conique  S  qui  correspond  à  la  droite  A,  passe  par  les  deux  points  doubles  de  l'invo- 
lution  que  le  fai^crau  détermine  sur  cette  droite  ;  donc  la  conicpie  actuelle  coupe  la  droite  de  l'infini  aux  deux 
jioints  d(jublcs  de  l'involution  tracée  sur  cette  dioite,  c'est-à-dire  aux  points  à  l'inllni  des  deux  |)araboles  du 
système.  C'est  donc  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  inie  |)aral)(de,  suivant  <|ue  les  deux  paraboles  du  faisceau  sont 
distinctes  et  réelles,  imaginaires  ou  confondues. 

Soit  C  cette  conique  ;  les  deux  points  de  rencontre  de  l'une  quelconque  des  droites  A  avec  cette  conique 
correspondent  aux  points  P'  et  P"  qui  sont  à  l'infini  sur  la  conique  S  associée  à  A.  Si  donc  a  est  sécante  de  ("., 
la  conique  S  est  une  hyperbole  ;  si  A  est  non-sécante  pour  C,  S  est  une  ellipse  ;  si  A  est  tangente  à  C,  S  est 
ont'  [larabole. 

4°  Considérons  les  paraboles  circonscrites  au  Iriangle  AA'A";  il  y  a  uuf  seule  di,'  ces  courbes  qui  soil  lan- 
gt-nle  à  la  drt)itc  de  l'infini  en  un  [xtini  quelconque,  II;  donc  pour  loul  j)oinl  11  de  la  droile  de  l'iulini  passe  un 
seul  axe  autre  que  la  ilroitc  de  l'infini  elle-même.  Si  maintenant  le  point  11  tend  vers  l'un  des  points  circu- 
laire-, I  cm  .1,  le  point  K,  conjugué  hartnoni(|ue  do  II  pai-  rapport  à  I  et  .1,  tend  aussi  vers  le  même  point  ; 
d'autre  pari.  K  esl  le  point  à  l'irdiiii  des  cordes  |irincipalis  de  la  parabole  qui  passe  en  II,  et  l'axe  esl  la  polaiie 
de  ce  point  K  |»ar  rapfiorl  à   la  paiabole  ;  donc   quand  le   point  II  vient  en  I,  par  exemple,  le  point   K  y  vient 


en  est  donc  de  même  de  .\.M  et  A'M 
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aussi  et  sa  [lolaire  est  la  droite  do  linliiii  elli'-inèrno.  Il  en  résulte  que  l'axe  de  la  parabole  qui  décrit  le  faisceau 
vient  deux  fois  coïncider  avec  la  droite  de  l'infini.  Donc  l'enveloppe  de  cet  axe  est  une  courbe  de  3'  classe, 
doublement  tangente  à  la  droite  de  l'inlini  aux  points  I  etJ;  c'est  donc  une  bypocycloide  à  trois  rebroussemenls. 
Alors  il  résulte  de  l'élude  de  cette  courbe  que  de  tout  point  de  la  région  intérieure  on  peut  mener  trois  axes 
réels,  et  de  tout  point  de  la  région  extérieure,  un  seul. 

5°  C'est  encore  une  propriété  connue  de  cette  courbe  ([ue  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  tangentes 
rectangulaires  est  le  cercle  trilangent  <à  cetle  courbe,  ce  qui  donne  la  solution  de  la  cinquième  partie. 

Rkmarque.  —  On  peut  démontrer  autrement,  d'une  façon  intéressante,  que  l'enveloppe  des  axes  des  paraboles 
circonscrites  à  un  triangle  est  une  courbe  de  3"  classe.  Considérons  un  point  P  (|uelconque  dans  ce  plan  et  un 
second  point  quelconque  aussi,  Q;  menons,  pour  chaque  parabole,  le  diamètre  qui  passe  au  point  P  et  la  parallèle  à 
sa  direction  conjuguée  parle  point  Q;  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  ;jt  dont  le  lieuest  une  cubique  qui 
passe  deux  fois  au  point  P.  En  effet,  toute  droite  (|ui  passe  en  P,  PX,  est  diamètre  d'une  seule  parabole 
circonscrite  au  triangle  AA'A";  il  n'y  a  donc  sur  PX  qu'un  point  du  lieu  autre  que  P.  Le  point  P  sera  sur  le 
lieu,  quand  la  droite  QP  sera  parallèle  aux  cordes  conjuguées  du  diamètre  qui  passe  en  P,  c'est-à-dire  pour  les 
paraboles  du  faisceau  dont  P  est  le  nulieu  de  la  corde  QP;  il  y  a  deux  paraboles  répondant  à  la  question;  donc 
le  point  I*  fait  deux  fois  partie  du  lieu  ;  c'est  un  point  double. 

Maintenant  la  droite  PX  sera  un  axe,  si  elle  est  perpendiculaire  à  sa  direction  conjuguée,  c'est-à-dire  si 
l'angle  [jl  est  droit.  Mais  le  lieu  de  ce  nouveau  point  \x  est  le  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre  et  ce  cercle 
coupe  la  cubique  en  six  points,  dont  trois  sont  ;ï  rejeter  :  deux  en  P  et  un  en  Q.  Il  y  a  donc  trois  axes  qui 
passent  au  point  P.  ].;    || 

iM .   .1.  TiiicvENOT  II  cnvoyr'î  une  Hi)lulion  pour  les  Irois  premières  pailles,  scnihlahle  a  la  piécédeute. 

M.  L.  I!.  a  envoyé  poni'  les  deux  dciiiii^rrs  parties  une  solution  très  originale,  que  le  manque  de  place  seul  enipîclie  de  publier. 


DEUXIÈME   SOLUTION,    par  M.  A.  Pages,  à  Montpellier. 

D'une  manière  générale,  considérons  le  faisceau  des  coniques 

C+ÀC,  =0.  (1) 

On  sait  {|u'ètantdonné  un  point  U(xç„  //„,  .t„),  on  peut  lui  faire  correspondre  un  point  P(a:i,  i/,,  ;;i\  tel  que  les 
polaires  du  point  i\l  pai'  rapport  aux  coniques  du  faisceau  viennent  se  couper  au  point  P.  On  sait  aussi  que  la 
correspondance  est  réciproque  et  par  conséquent  rationnelle. 

Assujettissons  le  point  M  à  décrire  une  droite  A,  ux -\-  vi/-\-  w  =  0.  Pour  chaque  position  des  points  P  et  .M, 
les  |)olaires  du  point  P  par  rapport  aux  coni(|ues  C-f->.Ci  =  0,  viennent  se  couper  sur 
la  droite  A  ;  envisageons  alors  |)our  un  instant  la  droite  a  ccMomi'  t'orniét>  de  deux  droites 
conl'otKhuîs,  et  considérons  le  réseau  de  coniques 

C  +  /  C,  +  ix{iix  -+-  r//  +  îc;  I-  =  0  ;  (2) 

ce  ((ue  nous  venons  de  dire  plus  haut,  signifie  (|ue  les  polaires  du  point  P  par  rapport  à  ce 
réseau  concourent  sur  la  droite  A  ;  donc  le  point  P  appartient  a\i  .lacobien  du  réseau  ;  or 
comme  le  réseau  contient  une  droite  double  A,  ce  .lacobien  se  déconqmse  en  cette  droite  et 
une  coni(|ue  S  circonscrite  au  triangle  autopolaire  conunun  à  C  et  lî,. 

Huand   la   droite  A  se   déplace,   la  conique  S  reste  toujours   circonscrite   au  triani:le 
aiilopolaire  AA'A"  des  coni{|ues  C  et   ('.,.  Connue  il  va  réciprocité  nilre  les  points  P  et  M, 
(|uand  P  décrit  la  coni(|ue  S,  le  point  .M  est  sur  la  droite  A. 

Celte  transformation  fait  donc  correspondre  à  une  droite  A  du  pi. m  une  coni(|uc  S  circonscrite  aii  triani:le 
autopolaire  de  C  et  C,,  et  inversement. 

Examinons  ce  que  devient  le  point   M  ([uand  le  jtoint  P  est  en  l'ini  des  points  .\,  A',  A", 
(►n  sait  que  l.i  transf(u  inalimi   ratioiuielle  que  nnus    consiilèrons   <i'  traduit  d  une  manièrt'  iiènérale  par  le< 
formules 

j^o_  .Vo     •'0 

ru  iircnaiil  le  triangle  AA'A'  \h\\\v  triangle  de  rèl'èrencc,  et  on  voit  ain^i  qu'à  un  siiniinet  du  Iriangle  de  référence 
'•''n  =  .'/il  =  0,  |tar  exemple)  répondent  tous  les  points  du  eôti-  o|tposé  :■  i  =  0)  et  ré(ipro(|uemenl .  Si  nous 
imaginons  que  les  points  M  (.'„,  //„,  .•„)  appaitiennent  à  un  rnènu'  plan,  et  que  les  points  P  correspondants 
(•''i.  .'/i,  "i)  l'ornuMit  un  aulrc  |ilan,  le  trianirlr  coiiniiuii  \A  \  .iui|ut'l  on  iap]U)rle  les  points  des  deux  plans 
porte  le  nom  de  triangle  londaMUMilal  de  la  tiaiis|'(,iiiiati<in,  ou  Irian-ic  roiKLiincntal  des  doux  plaiis. 
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t'I  si»n  .laodliitMi  sera 


=  0. 


>  Si  le  |..iiiii  |>  (ItM-rit  la  tlinil','  à  liiilini  di' son  plan,  le  |ioiiit  >l  (It'cril  une  conupic  I' circDnsiTilt*  an  triangle 
AA'A'  dans  le  prcinior  plan  :  c'est  colle  coni(|no  i|ni  es!  telle  (jne  si  la  droile  A  la  coupe,  le  lieu  S  dn  point  P 
est  une  In  peihtde,  si  la  droite  A  lui  est  lan^rente,  S  esl  une  parai)ole,  et  eidln  si  la  droile  A  lui  est  exléiieure, 
S  esl  une  ellipse. 

Kxaniinons  dans  quels  cas  T  esl  elle-même  une  Inpiihole  :  on  sait,  d'après  et;  (|ne  nous  avons  dit  |)lns  liant, 
que  la  coni(|ue  1'  associée  à  la  droile  de  l'inlini  Tonne  le  .lacohien  du  réseau  délini  par  les  coniiines  primitivcis  ('.,  ('.| 
et  la  tli-oile  de  l'inlini  comptée  deux  lois  :  ce  réseau  esl 

C-4-XCi-l-  [xz-  =:  0, 
()C  <)('i       OC.  (?C, 

().•■    ()lj  ();/      ()j 

Si  les  coniques  C  el  ('.,  sonl  représenlées  pui'  les  é(|nations 

C  =  Aa;2  +  2ltei/  +  Cr'H 

Cl  =  Ai.r-'  +  2B,a;.y  +  dy-  -1-  ■■  - 
les  directions  as\  mploliqnes  de  V  seront  définies  par  l'équation 

I  Al],  —  BA,)a;2  +  (ACi  —  CAiK»/  +  (BCi  —  Clii;//-  =  0, 
et  elles  seront  réelles  si  Ion  a       fAC,  —  CA,P_  4(BCi  —  Clî,)' AB,  —  DA,)  >  0. 

Celte  inégalité  exprime  ipie  l'involution  délinie  par  les  denx  couples  de  directions  asymiilolirpies  des  coniques 
C  el  Cl  admet  deux  ra\n!is  doubles  réels  el  distincts  ;  en  d'aiilres  termes,  ces  deux  couples  n'cmpiétenl  pas  l'un 
sur  l'autre. 

Si  les  rayons  doubles  de  l'involution  que  nous  venons  d'envisager  sonl  confondus,  c'est-ià-dire  si  les  coniques 
C  el  Cl  ont  une  direction  as\mptotique  commune,  le  .lacobien  r  est  une  parabole  ;  c'est  d'ailleurs  le  cas  de 
l'énoncé.  Dans  l'autre  cas,  r  esl  une  ellipse. 

4°  Considérons  les  paraboles  S  circonscrites  au  triangle  AA'A",  polaire  des  coniques  C  et  Ci,  el  cberchons 
l'enveloppe  des  axes  de  ces  courbes. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  Ax,  Aij  qui  passent  au  sommet  A  dn  triangle  et  définissons 
les  points  A',  A"  par  leurs  abscisses  a  et  h  elles  coefficients  angulaires  -h  m, 
—  m    des  droites  AA',  AA". 

Si    ux  +  vy  +  w  =  0     représente  un  axe  des  paraboles  considérées,  ré(|ualion 
de  ces  courbes  pourra  s'écrire 

{i(x  -i-  vy  -\-  w)^  —  2p{vx  —  uy  -+-  "'')  =  0  ; 

io2  =  2pl, 
{au  +  mav  +  lo)-  —  2p{av  —  amii)  —  w-  =:  0, 
[bii  —  )tibv  -+-  ic)'^  —  '2pivb  +  bmu)  —  xo-  rz  0  ; 
réliminalion  de  2p  entre  ces  dernières  relations  donne   l'équation  langenlielle  de 
l'enveloppe  de  l'axe,  qui,  toutes  réductions  faites,  s'écrit 
a(u  -\-  mv)-[v  ■+■  mil)  —  b(u  —  mv)'^{v  —  mu)  -+-  kmwdi^  -\-  v-)  =r  0. 
C'est  une  courbe  de  troisième  classe  bilangente  à  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycli(|ues  ;   c'est  donc  une 
hvpocvcloïde  à  trois  rebroussements  (on  sait  qu'en  général  l'équation  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
esl     o  »,  v)-{-ir:iâ-\-v'^)-=^0.,     où    o{u,  v)    esl  un  polynôme  homogène  du  3"  degré).   L'enveloppe  des  axes 
obtenue,  il   esl  facile  de  conclure  le   nombre  de  ces  droites  réelles  qui  passent  par  un  \m\\\i  donné  du  plan.  Kn 
outre,  la  cinquième  partie  du  problème  est  immédiate,  puisqu'on  sait  que  le  lieu  des  sonMuets  des  angles  droits 
circonscrits  à  une  hypocycloïde  est  le  cercle  Irilangent  à  la  courbe. 

Il  résulte  donc  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que,  quel  que  soit  le  triangle  AA'A",  l'enveloppe  des  axes 
des  paraboles  circonscrites  est  une  hypocycloïde,  et  ce  l'ait  n'est  pas  particulier  au  problème  actuel  on  le  triangle 
AA'A"  est  isocèle 


on  a  les  relations 
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361.  —  On  ransiérrr  liHiIrs  li's  Iniix-rhnlrs  rijuildt'ucs  il  ijui  tlrlrniinn-nl  .sinra.v'  0'/  do.s  siuinirnls 
vnrinhhs  fH/fUit  h'itr  milnn  nu  /miiil  (),  ri  ijni  iliriscnl  linniinnii/iirnirnl  un  sniiiiriil  fi.rc  AH  /xuh'  /nir 
l'ajcr  O.r  jirr/ipnfllnihiirr  n  rn.rr   {)ij.    On  (Irsit/iii'in  /nir  ti,  h   1rs  n/jsrissrs  ilrs  jiuinls   A   l'I    |{. 

1°  Prouver  qu'il  y  a  dans  le  plan  xOy  une  infinHr  di-  xrijinrnh  MM'  divisi's  hdnnunif/uenii'nl  par  lonlcs 
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les  hyperôoles    H;    les  exirémilés  M,  M'  de  ces  seiimeuls  soul  rhucune  le  entre  d'une  In/perhole  II  réduite  à 
deux  droites. 

i«  Les  extnhnilés  M.  M'  d'nn  même  sfrjnient  sont  les  finjcrs  d'une  cnnitjue  tangente  en  0  à  l'axe  Ox  et 
tangente  en  des  points  variables  aux  parallèles  à  l'are  i)i/  issues  des  points  A  et  H. 

3°    7'roHver  le  lieu  des  milieux  des  segments  MM'  et' le  lieu  S  de  leurs  extrémités  M  et  M'. 
4°  Montrer  que  ce  dernier  lieu    S    est  une  courbe  que  l'on  peut  définir  comme  l'enveloppe  de  quatre 
familles  de  cercles  qui  touchent  chacun  la  courbe  en  deux  //oints.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles 
et  prouver  que  la  courbe  S  peut  se  reproduire  de  trois  manières  par  incersinn. 

5°  Aux  extrémités  M,  M'  de  chaque  segment  divisé  harmoniquement  par  les  hyperboles  il,  on  mène  les 
tangentes  à  la  courbe  S  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Solution  analytique.  —  Prônons  les  droKcs  rectangulaires  données,  Or  et  ()//,  pour  a\es  (le 
coordonnées.  Nous  pouvons  écrire  de  suite  Téquation  générale  des  hyperboles  équilatt-res  qui  ren- 
contrent Oj/  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  0  ;  celte  équation  est 

x^  H-  ^Ixg  —  y^  —  2[Jia;  -t-  v  =  0  ; 
elle  donne,  pour  abscisses  des  points  de  rencontre  avec   0.r,    les  racines  de  ré(pialii)n  du  second  degré 

x-  —  2[Jia;  -I-  V  =:  0  ; 
d'autre  part,  les  abscisses  des  points  A  et  B  sont  racines  de  l'équation 

x^  —  («  -i-  b]x  -{-  ab  =  0. 
Si  alors  on  exprime  que  ces  deux  couples  de  racines  se  divisent  harmoniquement,  on  a,  en  appli- 
quant la  relation  connue     (AC  -+-  CA'  —  ^BB'  —  0)  : 

ab  H-  V  —  jj.(a  -H  i)  =  0  ; 
on  déduit  de  là    v  =  ,jja-+- b]  — ab,     et  l'équation  générale  des  hyperboles  II  est 

H  ^  x^  H-  2>,rj/  —  y^  —  2.aa;  -i-  ii{a  -h  b)  —  ab  —  0, 
E^  x-  —  y-  —  ab  +  ^\xy  -h  [xfa  -h  b  —  2x)  =  0. 
Les  hyperboles  II  forment  donc  un  réseau  de  coniques  dont  les  coniques  de  base  sont 
X-'  —  7/2  _  abz'  ^  0,  xy  =  0,  z[{a  -h  ù)z  —  2.r]  =  l). 

1"  Cela  posé,  désignons  par  .r  et  y 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  du  iilan  ;  la  polaire  de  ce  point  par 
rap|iort  à  Tune»  quelconque  des  coni- 
ques du  réseau  (X,  ,u)  a  pour  écpiation 

P.  +  XP.  +  Hi'a  ^  0. 
en  dt'signant  par  P,,  I\.,  P;,  les  i)remiers 
membres  des  polaires  du  point  M  par 
rappori  aux  cuniquesde  ba<e  dnrf><t';ui. 
Pi  ^  a\  —  yV  —  ab,  1»,  ^;  xV  -+-  j/X, 
et  P.,  —  —  X  -f-  (I  -h  />  —  .r. 

rmir  iiui'  ccltr  iidlaii'i*  p;is^e  pai'  nn 
point  ti\i\  (|iiautl  À  t>l  ;x  varient,  il 
faut  el  il  sullit  que  l«'s  trois  choiles 
P,  =0,  P,  =  0.  P:,  r^  0  passent 
pai'  ir  mi''mr  point.  Si  donc  on  appelle 
M    et'    point,    ,/■',   )/'    ses  ooordtumee-^. 


ou 


les  coordonnées  des  deux  points    M 


'l   M     scroni  lices  par  les  Irois  é([iialions 
xx'  —  yy'  —  ab  —  0,     ) 
xii'  -t-  iix'  -    (). 


X  '\-  x' —  (J  —  b  -----  0.      ) 


(l^ 
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C«^  soni   ln'i->  «'(iiialions  à  ([iialn»  incomnit's,    .;•.  //,  ./• ,  //' ;     il  \  a  iIdiic  une  iiiliiiih'  di^  couples  de 

'/'  '/ 

|i«<inls     M     fl     M  .     I.a  siM-oiiili»    ('■(lualion     nous    doiiiK^      -^  =  —  -^  ;       nous   nouvctiis    donc  leuiai- 

X  .r 

i|Mi'r  t'U  passant  i|ur  If^  diuitcs   OM,   (»M'  sonl  (''i:al(Mn('nl  inclim'cs  sur  les  axes. 

C.lioisissdiis  mainlcnanl  l(>s  valeurs  d(>  X  cl  ;i  de  façon  (|U(>,  les  trois  dérivées  partielles  de  II 
aient  une  solution  (•oniniune  non  nulle  ;  nous  aui'ons  ainsi  une  liyp(-rbole  réduite  k  deux  droites  et  la 
solution  eonunuiie  tloinieia  les  cttordonnées  du  centre  de  cette  liyperholc.  Or  les  écjuations  obtenues 
ainsi  sont 

.r-hhj-iJ.        {), 

Ix  —  y  =  0, 

—  ixx  H-  [Ji(//  4-  f')  —  ////  =  0, 

et  il  <ii\]\[  (\e  les  conipai'er  aux  éipialions  (1)    pour  voir  (pfelles  (le\icnnenl  identi(pies  à  celles-ci  pour 

X  =  —  — ^ ,      ^1  = —j  ;     par  consc'ipient  à   toute   exlri'initt'    M'    de  l'un  des  segments  ainsi  trouvi'S  cor- 
or  .r 

rospond  une  liypcMhole  réduite  à  deux  droites  et  une  seule,  (|ui  a  son  centre  au  point  conjugué  M 
de  M'.  D'ailleurs  rien  ne  distingue  M  de  iM'  et  le  même  ri'sultal  s'étend  aux  deux  extrémités  de  l'un 
(le  ces  segments,  ipiel  (|uil  soit. 

2  i.a  troisième  équatii^n  (!)  donne  .r'  =:«-+-/>  —  .r  ;  si  Ton  porte  cette  valeur  dans  la  première, 
on  olilient 

yy'  =  —  {x  —  a)(x  —  h)  ; 

(Tailleurs     ti  —  x  =  x'  —  />.     //  —  x  ^=  x'  —  a  ;     on  a  donc  les  deux  éiiuations 

y  y'  =  (x  —  a){x'  —  a), 

yy'  =  {x—b){x'—h). 

Si  Ton  se  reporte  à  la  figure  où  les  distances  des  points  M,  M'  aux  droites  Ox,  A»/,  et  B//.  ont  été 
di'signées  par    Mj«,  Win' ,  Mu,  M';/,  AIv,  M'v',    les  doux  équations  précédentes  s'écrivent 

M/// .  M'///'  =  M;ji.  M'.a'     et     Mm . M'/u'  =  Mv .  M'v', 

où  les  segments  employés  sont  pris  avec  leurs  signes.  Ces  équations  expriment  justement  (piil  y  a  une 

coni(|ue  ayant  pour  loyers  les  points  M,  M'  et  tangente  aux  droites  Ox,  A»/,  et  By,.  La  droite  Or  étant 

bissectrice  de  langle  des  rayons  OM  et  OM',  cette  conique  toucbc  Taxe  des   x  au  jtoint   O.   Quant  aux 

points  de  contact  avec  les  deux  autres  droites,  ils  varient  avec  le  segment  MM'. 

X   I   x'       fl  -\-  fj 
3"  I.a  troisième  des  équations  (1)  peut  s'écrire      — -. =  — - —      et  montre  que  le  lieu  du  milieu 

de  la  dislance  des  points  .M  cl  .M  est  la  droite  CV  éiiuidislanle  de  A*/,  et  B//..  Pour  avoir  le  lieu  du 
pi'inl    .M.    il  n'y  a  qu'a  i''liminer  x'  cl  y'  entie  les  éipiations  (li.  Les  deux  premières  donnent 

x'         y'  ah 

X        — y       a'^-j-»/^ 
et  en  poi  tant  la  valeur  de  x'  dans  la  dernière  équatic^n,  on  obtient 

(.r  —  n  —  h)lx^  -V-  ?/2)  -+-  fihx  =  0.  (2) 

Tel  est  If  liru  du  point  .M  et  aussi  du  point  .M  ,  car  rien  ne  distingue,  dans  b^s  calculs  faits,  le 
|ioinl    M    du  point    M. 

(il'   lieu   est  I cnl)i(|iic  circulaire,  syméliique  par  rapport  à  O.r,  ayant  i)Our  asymptote  réelle  la 

droite     x  —  n  -\    !>.     d  hm-cnlr  a   <)//   an  [loint  O.  Pour  acbever  de  la  eonstiuire,  il  suflil  d'écrire  ainsi 

son  èipuitioti  : 

y-  \x  —  //  —  l))-\-x{x  —  n)[x  —  h)  =^  0  ; 

SOUS  cette  forme,  on  voit  que  la  courbe  rencontre  Oj;  aux  trois  points  O,  A.  li,  (ju  il  n  y  a  pas  de  jioints 
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do  l;i  courbe  à  gauche  de  0?/,à  droite  de  C  Y    {x  —  n  —  A  =  0), 
ni  (uilre  A?/,  el  Bj/o.  La  courbe  adoncbien  la  forme  ci-contre. 
4"  Cherchons  les  systèmes  de  cercles  doublement  tan- 
gents à  cette  courbe.  Pour  cela  représentons  par 

x^  -t-  if  =  2:(aa-  H-  py  4-  '(z)  =  2P:; 
l'équation  de  l'un  de  ces  cercles  ;  il  rencontre  la  courbe 

(x^  -+-  y%x  —  nz  —  fjz)-{-  ahxz-  =  0 
aux  mêmes  points  que  la  courbe 

::  2P(x  —  nz  —  hz)  -+■  nh.rz  ^  0. 
Si  l'on  supprime  la  solution     :  =  0,     qui  donne  les  deux 
points  cycliques,  il  reste  la  conique 

2P(.r  —  nz  —  fjz)^  nh.iz  ~^  0, 
(pii  contient  les  quatre  pdiiits  de  rencontre  à  distance  Unie; 
de  sorte  que  l'équation  générale  des  coni(|ues  qui  passent 
en  ces  quatre  points  est 

2P(.i"  -  nz  —  hz)-\-uhxz  +  0(a-^  ^  ;/-  —  'I?z)  =  0, 
ou  2PQ  +  nhxz  -+■  6(x-  H-  î/2)  =  0, 


en  posant 


Q  =  X  —  in 


Oi: 


En  ex|)rimant  que  le  premier  membre  de  cette  é(|uation  est  un  carré  parfait,  on  aura  les  relations  qui 
doivent  exister  entre  a,  fi,  v,  0  pour  ([ue  le  cercle  proposé  soit  doublement  tangent  à  la  cubique.  On 
obtient  ce  résultat  en  écrivant  que  les  trois  dérivées  joartielles  par  rapport  à  .r,  y,  z.  annulées,  «ait  une 
induite  d(î  solutions,  c'est-à-dire  se  réduisent  à  une  équation  unique,  ou  entin  que  deux  d'entre  elles 
sont  conséquences  de  l'autre.  Si  nous  ajoutons  des  inconnues  auxiliaires,  P  etQ,  par  exemple,  le  même 
degré  d'indétermination  doit  exister,  et  nous  aurons  finalement  à  exprimer  que  dans  le  système  suivant 
de  cinq  équations  linéaires  et  homogènes  entre  cin({  inconnues,  .r,  ?/,  :.  P,  Q-  '•  y^  deux  t''quatinu<  iini 

sont  conséquences  des  trois  autres  : 

ni, 
Ox-\ 3  -h  50 -h  P  =  0, 


nh 


PO  =  0, 


0  =  ar— (r/4-/y-{-0):, 

P  =z  XX  ■  \~  '^1/  -+■  Y3. 

Si  0  n'est  pas  nul,  les  tiois  pnMuières  écpiations  donneiil 

t'P(rt-|-/^-f- 0)  — i>YO 


.^] 


ah 


PO 


'^  =  -  T' 


=tQ-f-  l*-hO 


^2p(f,-f-/,4-0)  — 2yQ 


nh 

en  piiiliinl  ces  \aieuis   dans  les  deux  dernii  res  eipialions  et  e\piini;iut   qu Clle^  deviennent   idenliipn'S, 
c'esl-à-dire  c|iie  les  cnenieients  de     P    l't  de    H    sont  nuls,   iiitus  obliMions  les  trois  relaliitns 

irf>'^-^'-2^[n/t  -t-  H'^yn-i-h  -+-  Ojj  —  4»i/<x^fi -f- /< -f- 0;=  0, 
(ru-  A  -H  0)[0''  -f-  (n  4-  A)0  -+■  ab]  =  0, 

L   H-  V,/,iY  -  iOy»  =  0. 


pour 

0  =  —  ,/ 

pour 

0  =  —  ,1 

pour 

0  =  —  h. 
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La  socoiulc  doimi'  trois  valeurs  do  'K  "  =  —  "  —  />,  0  =:  —d,  0  =:  — h\  les  driix  aulrcs  doniuMil 
les  litMix  •!('>•  l'i'iilit's  fl  It'-^  valoiii-^  de  ■;  (pii  <''irr('>|iiuiili'iil  aux  divers  reiitn'-^.  |,a  prciuièrc  devient 
sucri'«isi\  eiiieiil 

//,  2y  =  —  "l>, 

-2-,'  =  ni,  -  2^7, 

-2-;  =  iil>  -1(1-/.  : 

rn  pnilaid  à  eliatpie  lois  les  \alrnrs  de  ')  et  v,  (pii  son!  dans  la  iin"'U>e  liLiue.  dans  la  dernière  (''(|ualiiin, 
on  olilirnl.  pctir  lieux  des  eenires,  trois  parabole-  ipii  eorrespoudeni  respeeti\('nienl  aux  dois  valeurs 
de  0 

foules  ce>  parabole>  ont  forigino  pour  foyer. 

Doue  dt'jà  de  trois  façons  la  enhiipu^  trouv(''o,  S,  osl  Teuveloppo  d'une  famillo  de  cercles  avec  cha- 
cun dcs(|uels  elle  a  un  double  contact,  el  b'  lieu  dos  centres  do  chaque  famille  esl  une  conique,  une 
parabole  ayant  Torluine  pour  foyer.  Pour  achever  de  délinir  les  familles  de  cercles,  interprétons  les 
relations  (pii  eontiennent  ■;  ;  chacune  d'elles  esl  de  la  forme 

Aa  4-  B?  +  Y  -i-  C  =  0  ; 
elle  exprime  donc  que  le  cercle  a,  |3,  y  est  orthogonal  au  cercle  fixe     A,  B,  C,     ou 

.-^2  _+- y2  _  2Aar  —  2H,7  —  2G  =1  0. 
Dans  le  cas  actuel,  les  trois  cercles  fixes  sont  : 

pour     0  =  —  n  —  /y,  x^  -\-  y^  —  oh  =  0.  \ 

pour     0  =  —  ^/,  .x^-H?/^  — 2/>x+^//y  =  0,    C  (5) 

pour     0  =  —//,  x^  ■+ >j- — 'idx  ^nh  =  0.    ) 

Le  premier  est  le  cercle  décrit  de  Toriginc  comme  centre  avec  01)  pour  rayon  (1"  figure)  ;  les  deux 
autres  ont  pour  centres  ïi  et  A  et  sont  orthogonaux  au  premier;  ils  sont  aussi  orthogonaux  entre  eux. 
Voyons  maintenant  si     0  =  0    (quia  été  rejeté)  fournit  d'autres  modes  de  généralisation  analogues, 
pour     0  =  0,     le  système  (3)  se  réduit,  en  ne  considérant  plus  P  et  Q  comme  des  inconnues,  ii 

"/> 

-2  +  aQ  +  P  =  0, 

Z 

la  seconde  ('qualion  donne     ',i  =  O;     1>  et  Q  se  réduisent  à     a./-f-Y«,     x  —  {a-^lj)z\     remplaçons-les 

par  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  qui  rcsiont,  exprimons  qu'elles  sont  alors  identiques,  et  nous 

auron»  une  autre  condition, 

■l'{  —  2(rt  +  /y)a  -f-  a/>j^  -h  Kiavia-t-  h)  =  0. 

Il  y  a  donc  un  (pialrirme  mode  de  génération  de  ce  genre  par  un  système  do  cercles  ayant  leurs 
centres  siu-  ().r  et  du  second  ordre  comme  les  autres  systèmes.  Une  solulion  d(^  ce  genre  était  presque 
évidente  a  jnioii^  à  cause  de  la  symétrie  de  la  cubique  par  rapport  à  Ox.  Il  im])oile  toutefois  do 
remarquer  que  les  cercles  de  ce  nouveau  système  ne  S(jnl  oribouonaux  h  aucun  cercle  lixe. 

Revenons  maintenant  à  liin  des  autres  systèmes;  les  cei'cles  de  chacun  d'eux  sont  orlboi^onaux  ;i  un 
cercle  lixe  1",  de  centre  o>;  la  cubique  est  l'enveloppe  do  ces  cercles;  donc  elle  touche  chacun  d'eux  en 
deux  points,  N  el  N',  qui  sont  sur  une  droite  passant  par  le  centre  radical  du  sy.<!tème,  w,  et  en  appe- 
lant H  le  rayon  du  cercle  I',  on  a  toujours  (.jN.(.)N'  =  R^.  La  cubique  se  reproduit  donc  par  inver- 
sion de  trois  façons  diflérentt's.  Klle  est  anallagmalique  ;  les  p<'des  danallagmatie  sont  0,  A  et  B,  el  les 
puissances  correspondantes,  >ih,  n^  —  ah,  h-  —  ah.  Il  n'y  a  pas  d'antre  auallagmatie,  car  il  esl  facile 
de  voir  qu'a  toute  anallagmatio  correspond  un  système  de  cercles  doublenu-nl  tangents  ii  la  courbe. 


AGRÉr.ATlON    DES    SCIK.NCES    MATHÉMATIQUES 


5°  La  lanj^ciilc  à  la  courbe  S  au  point  .r,  y  a  pour  équation 

\x^  +  ?/2  H-  2.r(.r  —  a^  h)  H-  ah]  X  -i-  2//  ^.r  —  «  —  /vj  Y  —  a  -|-  /yy(;c-  -h  7-   -!-  2a/y  r  =  0. 

Si  l'on  remonte  alors  aux  fonnules  (1)  et  que  l'on  pose     xx'  =  p,     ;/  =--  Ix,     on  a 

X  +  a,''  =  a  +  h,  xx'  =  p,  î/t/'  —  p  —  a/j,  7  =  (x,  ij'  —  —  /.r'  ; 

l'équation  de  la  courbe  S  devient  alors 

?{l -i- t')  =  a/j  ; 
d'autre  pari,  on  obtient 

aOx^        ahx 

x'-  -+-  X-  =  a.-'(l  +  l'^)  —  =  — r  ' 

p  X 

puis  X-  +  j/'^  +  ±x  X  —  a  —  ^/j  H-  a</  =  — ^ -?  +  ah. 

E'équation  de  la  tangente  s'écrit  alors 

{al,,:  —  ip.r'lX  —  2p/.i-'Y  -h  2a/^p  —  ahcx  =  0, 
en  désignant  par  c  la  sonune     a -{-h. 

De  même  réqualion  de  la  tangente  au  poini  x  ,  y'  est 

(^ahc  —  ±-.x)  X  4-  -ip/rV  +  iahp  —  ahcjc'  =  0. 
En  multipliant  la  première  é(iuation  par  .r,   la  seconde  par  x'  et  ajoutant,  on  obtient 

[ahc-  —  if)  X  +  -lahcp  —  ahc  {x-  +  x''^)  —  0, 
ou  (ahc-  — -  ■4p^)X  -h  Aahcp  —  ahc^  =  0. 

En  retranchant  les  deux  mêmes  équations,  on  obtient 

2p(a;'  —  a-)X  +  2p/fY  —  ahc[x'  —  a;)  =  0, 
ou  2p  /'•  V  =  [x'  —  xyahc  —  2pX)  ; 

il  n'y  a  plus  qu'à  élever  au  carré  pour  faire  disparaître  x  et  x\  et  on  aura  liuabMneut  à  éliminer   /   el   p, 

entre  les  trois  équations 

pii-ht')  =  ah, 

{ahc^  —  4p-)X  -h  ahcUp  —  c^j  =  0, 

W-p^c-'- V^  -^-  ic-  —  -ip)  2pX  —  ahcY  ; 

on  élimini!  /-'  de  la  dernière  en  remplaçant  p/>- par     ah  —  p,     et  on  a 

\pc^T'\nh  —  p)  ^  (c^  —  ■'i?)(2pX  —  ahrr  ; 

puis  de  la  seconde  ou  lii<' 

■ip-X- —  'iahcp\     -  ahr-\[\  —  c\ 
et  la  dernière  e(pKilion  devient 

'(V-  [ahp  —  p-)  --  ah  [c-  —  'tpj[S.'^  —  fX  -f-  ah,  ; 
d'autre  part  la  second(>  équation  peut  s'écriie 

/<  X  ahp  —  p2)  -t-  ah(r'-  —  't ?]■  \  --  <•    :^.  0. 
l,"(-!iminalion  esl  alor>  iminédiale  el  domie 

V^X  — c)-t-X(X^  — cX    h'///)  r=  (», 
nu  (,X»4-  Y^)(X  — c)  +  ^//A  ^  0. 

Om  reUduve  ainsi  la  courbe  S. 

Solution  déduite  de  la  théorie  des  réseaux.  —  On  .sait  tpio  .si  l'on  coii.'iitlén'  doiiv  ci»ni.|iios 
C.  =  (I  et  r  —  (>,  iluniiét'.^,  rime  (»ar  .sou  etpialiou  ptuicliudle,  l'autre  par  son  é(|ualiun  laugenlielle  ol  (|Uo  si 
l'on  désigne  par  <i,  a',  «",  b,  b',  b"  les   coeflicienls  de  la  [ueuïière  équalioii,  pur    A|,  Ai,  Aï,  Bi,  li',,  Hï    ceux  de 


C)  Ce  taliiil  iii'ii  iM(*  l'oiiiimiiiiiiiu*  pjir  M.  lîlulil.  (>ii  iiouiiail  oiifoic  Iraili'r  la  qiicslioii  cii  rorinaiit  roi|ualii>ii  aux  cooHieiciils  anpii- 
liiiics  (lt"s  rayons  (jiii  jnigiioul  roii^iiu"  au\  noiiils  de  coiili'l  do  S    avec  les  laiig  "ulos  issues  iluu  pniul  el  oxprimaiil  'pie   »lcu\  raruics 

siiiit  éi;ales  et  dr  sij;iies  (•niitiMires .  I'..    11. 
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la  secomlc,  la  iflalioii  aA,  -f  u'A\  -t-  (i"A;  +  ihVn  +  )ib'l\\  +  2//'r.;'  =  0 

exprime  t|ue  la  coiiititii'  ('.  osl  circonsciiU;  à  mit'  iiiliiiiU'  de  liiarii,M('-^  aiilopolaiit's  de  V  ;  elle  cxpriinc  aussi  que 
1'  csl  inscrite  dans  une  inlinili'  de  lrian,t,'U's  auloiiolaircs  de  (î.  On  dit  alors  lialiiluellenienl  (|iit'  la  C()ni(|ue  G  est 
ftavDioniquenient  ci)-i-')}is  'riti'  à  V  el  (|ue  celle-ci  est  harmotiiqueincnt  inscrite  dans  (î. 

Kxprimons  qu'une  coni(|ue  ('  est  liarnuuiiquenient  circonscrite  à  trois  coni(|ues  l'i,  i\,,  l',  ;  nous  aurons  trois 
relations  linéaires  entic  les  coelTicients  poncluels  de  C  el  par  suite  les  coni(|ues  G  formeront  un  réseau  ponctuel. 
Kxprnnons  de  même  qu'une  conitjue  1'  est  liarm()ni((uement  insciite  dans  ti-ois  des  coni(|ucs  G,  G-i,  Gj,  C^  ; 
nous  aurons  trois  relations  linéaires  entre  les  coftlicienls  lanLjenliels  de  I'  et  pai-  suite  les  coni(|ues  V  formeront 
un  réseau  tan^entiel.  Ges  deux  réseaux  •<tuil  associés  de  telle  sorte  (jue  joule  (■oiii(HU' de  l'un  csl  liaiiiioiiiquenienl 
circonscrite  à  (ou  inscrite  dans    toute  coiiiiiue  de  l'autre. 

Dans  le  problème  actuel,  on  donne  les  trois  coniciues  suivantes  du  réseau  langcnliel  :  le  couple  Al>, 
I",  =r  \iiit-i-  ir)ybu  -+-  «•)  =:  0  ;  le  couple  des  points  cycliques,  !'..  =:  ti-  -+-  u- =  0  ;  le  couple  formé  par  le  point  0 
el  le  point  à  l'inlini  sur  Oy,  Tj  =  tcf  =  0.  Geci  résulte  de  ce  <|ue  lorsque  la  conique  I'  se  réduit  à  deux  [loints, 
la  relation 

nAi  +  «-('A'i  4-  ■■•  H-  2b"lV[  =  0 
exprinu^  que  les  deux  points  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  G.  Si,  au  contraire,  la  conique  G  se  réduisait 
à  deux  droites,  la  relation  exprimerait  que  ces  droites  sont  conjui^uées  par  rapport  à  T. 

Les  hyperliolt's  II  forment  donc  le  réseau  ponctuel  associé  au  réseau  tangcntiel  : 

).r,  -|_  ijii'oH-  vPj  =0. 

Les  coniques  de  base  de  ce  réseau  sont  :  le  couple  Ox,  Oi/ ;  le  couple  formé  par  la  droite  (ÎV  et  la  droite  de 

l'inlini  ;  enlln  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  axes  Ox,  O.y  et  conjuguée  du  couple  AH  (.r^—if-  —  ab  =  Oj . 

1"  On  aura  les  couples  de  points  M,  M'  en  cherchant  les  coni(|ucs  du    réseau  tangcntiel  réduites  à  deux 

points  ;  il  y  en  a  une  infinité.  Soit  Hm  l'une  des  hyperboles  II  ayant  son  centre  en  M  ;  elle  se  réduit  à  deux  droites 

qui  se  coupent  en  M,  sans  quoi  le  conjugué  M'  serait  sur  la  droite  de  l'infini. 

2'  Le  milieu  de  MM'  est  toujours  situé  sur  GY,  puisque  ces  points  sont  conjugués  par  ra|)porl  à  GY  et  la 
droite  de  l'inlini.  Considérons  alors  le  triangle  formé  par  l'axe  ()./•,  A//i  et  H.'/2  !  c'est  un  triangle  autopolaire  de 
l'hyperbole  de  base  du  réseau  ponctuel.  Gonsidérons  en  outre  la  coni(|ue  du  réseau  tangcntiel  réduite  aux  deux 
[joints  M  et  M',  PO  =i  0;  toutes  les  coniques  ?Q -+- f){u^  +  v-)  =  0  font  partie  du  réseau  tangcntiel;  elles 
ont  toutes  pour  foyers  les  points  M  et  M'.  Si  l'on  détermine  0  de  façon  que  cette  conique  soit  tangente  à  Ayi, 
elle  sera  aussi  tangente  à  H//,,.  puis(|ue  les  foyers  sont  équidistanls  de  ces  droites  ;  alors,  étant  harmoniquement 
inscrite  dans  les  coniques  du  réseau  ponctuel,  elle  touchera  le  troisième  côté  Ox  du  triangle  aulopolaire  ;  elle 
le  touchera  au  point  0,  parce  que  le  couple  Ox,  Oy  est  conjugué  par  rapport  à  celte  conique. 

3"  Le  lieu  du  milieu  de  MM'  est  GY.  Le  lieu  des  points  M  el  M'  est  le  lieu  des  centres  des  liy|)erl)ules  11 
réduites  à  deux  droites;  c'est  la  .lacol)ienne  S.  G'est  une  courbe  du  3"  degré  ((ui  contient  les  couples  primitifs; 
par  suite,  elle  j>as*e  aux  points  c\cliques,  au  jtoint  à  l'inlini  sur  Oi/,  au  [)oinl  0  el  aux  points  A  et  I!  ;  les  données 
étant  sxmélriqiu's  par  rapport  à  Ox,  elle  aura  Ox  pour  axe  de  symétrie.  Quand  le  point  M  vient  en  (>,  le  poinl 
M'  passe  à  l'infini  ;  donc  l'asymptole  est  la  droite  C'Y,  parallèle  à  GY  et  à  une  distance  double  du  point  O. 

4°  Ce  lieu  étant  une  cubique  circulaire,  il  en  résulte  qu'elle  est  susceptible  du  mode  de  génération  indiqué 
de  quatre  façons  différentes.  Ici  il  y  a  une  symétrie  qui  fait  perdre  une  anallagmalie. 

5"  Soient  11„  et  IL,,  les  deux  cou|)les  de  droites  du  réseau  ponctuel 
qui  ont  pour  cciilic-;  M  et  M',  et  M,,  M',  un  couple  infiniment  voisin 
de  .M,  M'.  La  p;>l,iire  lie  M,  pai-  lapport  a  IL,,  passe  en  M'  et  en  Mi  ; 
donc  c'est  la  tangcnlt;  en  M'  à  la  combe  S.  Mais  c'est  aussi  la  polaire 
de  M,  |)uis(|ue  >1  el  Mi  sont  inliiiimenl  voisins.  La  tangente  en  l'un 
des  points  est  donc  la  polaire  de  l'aulre  par  rapport  à  la  coni((ue  éva- 
nouissanle  du  réseau  qui  a  son  centre  au  premier  poinl. 

Soit  .N  le  point  de  renconlre  de  ces  deux  tangentes  ;  le  poinl  N  a 
même  polaire  par  rapport  à  deux  coniques  du  réseau,  IL,  et  IL,  ;  donc 
c'est  l'un  des  points  (|ui  ont  un  conjugué,  car  on  obtiendra  ce  conjugué 
en  prenant  le  point  de  rencontre;  de  MM'  avec  la  polaire  de  X  par 
ra|iport  à  une  troisième  conique  du  réseau,  (pii  n'apparlieni  |)as  au  fais- 
ceau (11m,  Hm  j.  Le  point  N  est  donc  sur  la  courbe  S.  i:.  II. 

Solution  analyli"|uc  ii  peu  |>r<-s  rompièle  :  M.  1Iu(;i>n,  ;i  Mines. 

Soluliouî*  gf'omélriques  :  M.M.  Pai.ks    Mout|)ellicr  ;  ViitiitiKiiE  ((.(juis-b'-tMarid; . 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

379.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  et  dont  l'équation  est    -r "•"  âT  +  ■"-  —  1=0: 

1°  On  coupe  cet  ellipsoïde  par  un  plan  P  et  l'on  mèn/i,  à  l.i  surface,  les  normales  dont  les  points  d'incidence 
sont  situés  sur  la  courbe  d'intersection.  Prouver  que  le  cône  qui  a  son  sommet  à  l'origine,  et  dont  les  génératrices 
sont  respectivement  parallèles  à  ces  normales,  est  un  cône  du  second  degré  ;  trouver  ensuite  l'enveloppe  des 
j)lans  P  pour  lesquels  ce  cône  est  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit. 

2"  Par  un  point  A,  situé  d'une  manière  quelcon(|ue  dans  rcs|)ace,on  mène  les  normales  à  rellip-;oïde  et  dont 
les  points  d'incidence  sont,  comme  l'on  sait,  sur  une  cubique  gauche  (I'.  Trouver  rô(|uation  de  la  surface 
engendrée  par  les  sécantes  doubles  de  cette  cul)i(|ue  qui  sont  vues  du  centre  de  l'ellipsoïde  s(iu<  un  an^le  droit. 

3°  Trouver  tous  les  plans  qui  coupent  cette  suiface  suivant  quatre  droites. 

\.   A>TO.M.\RI. 


380.   —  Démontrer  l'identité 


381. —  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  un  quadrilatère  inscrit  dans  une 
conique  S  et  circonscrit  à  une  conique  S'  est  qu'en  annulant  le  discriminant  de  S+ /.S'  on  obtienne  une 
équation  en  a  dans  laquelle  une  racine  soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

(>as  particulier  où  les  coni(|ues  sont  des  cercles. 
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373.  —    /-'">•   soniiiu'ls  d'iiii  Iriiiin/li'  .\IU1  dccricfitl  une  paidUolc,  à  lniiiicUi:  les  cùlrs    AC    ri    HC    snnt 
)i(niiitni.v  i'n   A   ri  H.    On  dniHindr  : 
i°    Ij'  tir  II  du  milirii  ilr    AI!  ; 
2"   /.'riivrloj)pr  dr  la  driiilr  Ali  ; 
;{"   /.r  tien,  du  pird  dc  lu  Uiiiilriir  issnrdn  jiniiil   (1. 

Soient  //-  —  :l/i.r     ^  0 

ré([nali()ii   de   la   par;ili(ile  lapporh'e  ;i  son  a\e  cl  a  sa  lan;.^i'nle  au  mUhuicI.  et  a.    ji  les  ct'iortlunne.^  du 
point  ('.. 

Les  oïdiuini'es  des  pieds  des  normales  issues  de  ce  point  sont  racines  de  1  équation 

7-'  —  ti/<  a  —  J))!/  —  "-Ip^^  =  D  ; 
en  supprimanl  la  racine     7        [i,     on  a  pour  les  onlunniies  de  .\  el   15 

//-'   1-!^//   t  2/j^  =  0. 
Si  on  reuijilace  7-  par  li/M',  on  a  l'equalioii  de   .\|{, 

•Ipx  -I-  (i»/H-2/>-        (>.  I 

1°  Le  milieu  de  .Ml  est  sur  le  diamètre  conjugue  do  la  direction  de  coll»'  ilroilo 

2.7  -t-  fl  =  0.  (5) 

En  eliminanl   (i  entre  il)  cl  ('J),  i>ii  a  l'eiiualion  du  lieu, 

1/'  —  }).i  —  /(•  =  0, 


\H 


nuKSTio.NS  i'K(n>osiU<:s 


(|lli  li'|i|i'»i'lllr  lllir  |i;ii  ;il»n|i'  ;iy;iiil  lilt'iiii'  ;i\('  ([lie  l.i  |i;ir;ilj(il('  (loiilicc. 

2''  (Ml  \uil,  d'aiiics  l'ctiiKitioii    1  ,  (|ii('.  (|iii'l  ((lie  soit   fi,   la  tlioilc   Al>  pas>i'  par  le  pnini  Hm' 

.'    -^       i>.  y  =  0. 

3"   1.1  liauN'iir  i---iii'  (Ir   (!  a  pour  é(iuali(Hi 

,         ,  'P'  a?  —  a       2n 

Mil,  eu  I  ('iiii)lacaiit   a  i)ar  — ,  ' 

'^riu  -  P)  -  P(^-i/>-'-  -  n  =  •>•  C'i) 

lui  rliiiimaul   '^  t'iilrc  il)  el  ['S),  on  aura  réciualiun  du  liou.  On  trouve  aisément 

?/*  "i"  V'i^  -^p){^'  -+-  ^p)  —  '^p[^  +  VY  —  ^^' 

Transporlons  roiagluo  uu  point  x  =  — p,  ij  =  0; 
il  vient 

[x-  +-  }/i!/'^  -H  px-fy^  —  2x'^)  =  0. 

On  voit  ainsi  ([ue  le  lieu  est  une  quarlique  ii  i)oinl 
triple,  présentant  deux  branches  paraboliques 
dans  ladireclion  de  l'axe  0.r. 

On  peut  discuter  cette  courbe  en  posant  ?/=  Ix, 
et  on  obtient  aisémenlla  foi  me  ci-eontrc. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  do  la  courbe 
s'écrit 

y^(x^  -H  y^  4-  px)  —  '2x'^  =  0, 

ce  (jui  montre  que  les  deux  boucles  sont  à  l'in- 
Li'ricur  du  cercle 

x^  H-  y^  +  px  =  0. 

VAS.MER,  lycée  de  Versailles. 
(Mil  résolu  celle  qucslioii  :  MM.  A.   I!aii,i,v.  Ivcçe  de  Dijon  :  E.  N.  liAiiisiK.N  ;  E.  Bahiuc,  lycée  de  Douai  ;  H.  Iîo.n.naiid,  lycée  de  Bor- 
deaux ;  HosTxLOT,  lycée  Louis-le-llriiiid  ;  J.  L.  a  Douai  :  A.  LAunicAU.x,  lycée  de  lîciançou  ;  Makïlnet,  lycée  de  Toulouse. 
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382.  -  (Ml  (Iniiiii!  iiiio  li\|K'rl»ol(!  é(piilalrit'  Il 

2>:,l  —  k-  =  0. 

.A  lin  point  I'  tlii  |ilan  correspond  un  point  P'  conjuiïiu''  du  pienii(!i-  sur  lo  (liaiiiidre  (pii   n  passe. 

I"  Déinonlror  que  si  l'un  dos  points  i'  ou  P'  déeril  une  droite  l>,  l'autre  décrit  une  conique  ('-.  Dénioiili cr 
que  les  coniques  C  correspondant  aux  droites  I)  qui  passent  p.ir  un  point  M  se  ooujient  en  (piatre  points  li\es. 
Trouver  ces  points. 

2'  Dans  quel  cas  la  droite  D  est  elle  lanj^enle  à  la  conique  (l  corrosiiondante  ?  Tiouver  l'envclopiie  des 
cniiiques  C  dans  ce  cas.  Indiquer  dans  (|uels  cas  la  droite  l)  coupe  la  conique  C  correspondante  eu  des  points  réels 
ou  en  (les  |>i»ints  imaginaires. 

3"  Trouver  le  lieu  des  soniinets  des  coniques  C  langcnlcs  aux  droites  I)  correspondantes. 

4"  Former  léquation  de  la  droite  A  menée  par  le  centre  d'une  conique  C  paraltèlenient  à  la  droite  D 
correspondante.  Touver  combien  il  passe  par  un  point  de  droites  A  telles  (pie  les  conirpies  C  soient  tangentes  aux 
droites  I).  Tromer  le  lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  droites  A  réalisant  cette  dernière  condition. 

UlOClIK. 

383.  -  (Ml  donne  un  cercle,  deux  jioinls  A  et  li  sur  ce  cercle  cl  un  point  I*  en  dtdiors.  Pai'  le  point  P  on 
mène  une  sécante  (pieleonque  P(îl),  puis  les  droites  AC  et  EU),  (pii  se  coupent  au  point  M  ;  trouver  le  lieu  du 
point  M. 

Ce  lieu  est  une  coni'pie  ;  di^culer  la  naliire  de  celte  coniipie,  en  supposant  ipie  le  point  P  se  déplace  dans 
le  plan. 


A-'   ItrAnrIrnr-Crninl   :    II.    Vt  IDI'Ul. 


UAn-LE-llUC.  —    IMP.    CUHTE-JACIJUET. 
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PREMIERE     PARTIE 


RÊSUMfi  DES  PROPJUÉTfiS  DES  FAISCEAUX  DE  CONIQUES 


Il  nous  semble  utile,  après  les  problèmes  qui  ont  été  donnés  aux  derniers  concours,  de  donner  dans  le 
journal  d'abord  un  résumé  des  propriétés  les  plus  saillantes  des  faisceaux  de  coniques,  puis  un  résumé  analogue 
pour  les  réseaux. 

Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  ponctuelle  d'une  conique  vérifient  une  équation  linéaire,  cette  relation 
exprime  ([ue  laconique  est  harmoniqucmcnt  circonscrite  à  une  conique  donnée,  celle  dont  l'équation  tangentiolle 
a  pour  coefficients  ceux  qui  entrent  dans  la  relation  donnée.  Si  la  seconde  conique  se  réduit  à  deux  points  dis- 
tincts, la  relation  exprime  qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  première  ;  si  la  seconde  conique  se  réduit 
à  deux  points  confondus,  la  relation  exprime  que  la  première  conique  passe  au  i)oint  du  pl;ui  qui  coïncide 
avec  eux. 

Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  ponctuelle  d'une  conicjue  variable  vérifient  quatre  équations  linéaires, 
cette  coni(|ue  engendre  un  faisceau  linéaire  ponctuel . 

Son  équation  générale  peut  prendre  la  forme     AS  +  X,Si  =  0,     S  et  Si  étant  deux  coniques  données,  et 

—  ou  -^  un  paramètre  variable. 

1°  Les  coniques  d'un  faisceau  sont  toutes  circonscrites  à  un  même  quadrangle  ;  elles  ont  en  commun  un 
môme  triangle  autopolaire,  le  triangle  diagonal  du  quadrangle  (triangle  des  points  diagonaux,  points  de  con- 
cours des  trois  couijIcs  décotes  opposés  .  il  n'y  en  a  pas  d'autre  qui  soit  commun.  Il  y  a  trois  de  ces  coniques  et 
trois  seulement  qui  s(!  réduisent  à  deux  droites  ;  ce  sont  les  couples  des  côtés  opposés  du  quadiangle. 

2°  Il  y  a  nn(>  et  une  seule  de  ces  coni(|U('s  (|ui  passe  en  un  point  donné  arbitraircnicnl  (lan<  le  i>laii  ;  les  som- 
mets (lu  (|uadrangle  font  seuls  exception. 

■î"  Il  y  a  deux  de  ces  coniques  qui  sont  tangentes  à  une  droite  elles  [teuvent  avoir  leurs  coefficients  imagi- 
naires). Il  y  ;i  donc  d(!ux  paraboles  dans    le  faisceau  ;   mais  elles  peuvent  être  imaginaires  ou  confondues. 

4"  Sur  une  droite  quelconque  du  plan  les  coniques  du  faisceau  tracent  une  involulion  dont  les  points  iloubles 
sont  les  j)ointsde  contact  avec  cette  droite  des  conif|ues  du  faisceau  (|ui  la  louclient. 

Dans  ime  involntion  il  y  a  toujours  un  couiilf  ipii  divi<e  liarmoni(|nement  un  couple  donné. 

Il  y  a  donc  toujours  une  li\|»(M'l)ole  éi|uilatèie  dans  le  faisceau,  et  une  seule,  en  général;  s'il  y  en  a  plu^ 
d'tme,  toutes  les  coniques  réelles  du  faisceau  sont  des  hyperboles  éiiuilalères,  les  paraboles  du  faisceau  sont  alors 
imaginaires  et  touchent  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycliques.  —  S'il  y  a  une  elli|»se  réelle  dans  le  faisceau  , 
il  y  a  des  paraboles  réelles.  Si  les  dtuix  paraboles  sotit  réelles,  il  y  a  des  elli[)ses  réelles  dans  le  faisceau. 

5"  On  peut  prendre  pour  coni{|ues  de  base  d'un  faisceau  deux  coin(|ues  dilTérenles  du  faisceau.  Prenons 
l'hyperbole  équilalère  rapjiortée  à  ses  asymptotes;  le  faisceau  sera  alors  représenté  par 

ax-  H-  ib.nj  -\-  cy-  -{--  2flx  -f-  2(71/  -h  /"  -f-  X  [ia-i/  -f-  /*)  =  0  ; 

|)our   ),  =  —  h,    on  a  une  eoni(|ue  diml  les  axes  sont  parallèles  aux  asym|)toles  de  l'Ii)  perbnleéi|uilalére.  Prenons 
cette  coni(|ue  connue  secontlc  conitine  de  base;  le  faisceau  sera  représenté  par 

n.v-  -f-  bi/-    h-  -'ce  -h  idy  -|-  ('  -\- 1  (2.ri/  +  h)  =  0. 
La  coni(pie  considérée  est  n\w    elli|)se   ou   nue  hyperbole,  suivant  »|ue  les  paraboles  du  faisceau  sont    réelles  ou 
imaginaires.  Quand  c'est  une  ellipse,  c'est  celb*  i|iii  a  l'exeenlricité  niinimi  cl  ses  diamètres  conjugués  égaux  sont 
parallèles  aux  axes  dos  deux  paraboles. 
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6"  Les  polaires  d'un  poinl  donné  dans  lo  plan,  par  rapfiort  aux  coniques  d'un  faisceau,  passent  toutes  par  le 
niOnio  point  Tout  pointa  donr  un  conjugué  et  un  seul,  sauf  lessoinniels  du  trianf,'le  autopolaire  qui  ont  cliacun 
une  inlinilê  de  conjugués. 

7°  Le  lieu  des  pôles  d'um-  droili-  li\o  est  une  cuiiiiiue  circon-^crili'  au  lrian;,M(«  aulopolairc  ;  il  en  est  ainsi 
en  particulier  du  lieu  des  cenlros. 

Nous  laissons  aux  élt-vcs  le  soin  de  l'aire  ouv-nir-incs  les  iJiMnonslratioiis  vX  de  traiter  les  (;xercic(!s  suivants: 

Trouver  combien  il  y  a  de  conicpies  du  faisceau  liariiinniquoineiil  circonscrites  à  une  conique  donnée,  ou 
liarnioniqucMUMit  inscrites  dans  une  coni(|ue  donnée,  ou  ayant  un  coupl(>  de  points  conjugués  donnés,  ou  sem- 
blables à  une  conique  donnée,  on  ayai'.t  pour  foyei-  un  |>oint  convenablement  choisi. 

Lieux  des  foveis,  des  sommets,  des  points  de  contact  avec  une  droite  mobile  autour  d'un  |)oint,  des  milieux 
de  ces  points  de  contact.  Knveloppe  des  axes,  des  directrices,  des  polaires  d'un  point. 

Trouver  les  jiropriélés  corrélatives  d'un  faisceau  linéaire  tan.Lçentiel. 


(ii:<).Mi:Ti{ii' 


3g6    Dans   un  pînn  on  considère  deux  cercles  variables  A,    B  rencontrant  une  droite  fixe,  /*?  i)re- 

mier  m  deuxjjoiiils  donm-s,  le  second  en  deux  points  également  donnés. 

Les  deux  cercles  A,  B  sont  assujettis  à  la  condition  d'aooir  pour  longueur  d'une  tangente  commune 
uni'  ijuantité  do»>tée. 

JJéterminer  pour  tous  les  couples  de  cercles  tels  que   A,    B  ; 

1°  Le  lieu  des  })oints  de  contact  des  tangentes  communes  : 

2°  L'enveloppe  de  la  ligne  des  centres  ; 

3°  Ij:  Hou  des  centres  de  similitude.  On  distinguera  les  parties  du  lieu  qui  correspondent  à  un  centre 
de  similitude  direct  de  celles  qui  correspondrnt  à  un  centre  de  similitude  inverse. 

1°  Ucprcsenlons  par  x  la  distanco  îi  un  poinl  0  pris  sur  la  droite  ABA'B'  du  point  do  rcnconlrc 
avec  celle  droite  d'une  des  tangentes  counnunes  (T)  répondant  à  la  question,  et  par  a,  h,  a'  b',  les 
dislances  des  points    A,  B,  A',  B'    à  ce  niôiiK"  poinl  0.  t)ii  (h^it  avoir 

v/(F^:^^iy(^^^±/ôr^^âô(x^^  = /,  (1) 

où  l'on  prendra  le  signe    -t-    ou   —   suivant  que  la  tangente  conunune  sera  intérieure  ou  extérieure. 
L'équali(Mi    1)  débarrassée  des  radicaux  peut  s'écrire 

j  p  _  [{x  —  a)[x  —  h)  +  [x  —  d){x  —  //)]  j^  —  \{x  -  a  (x  —  b){x  —  d)[x  -  b')  =  0 
o„  /v  _  2/2[(ic  —  a){x  —  b)  +  (x  —  a'){x  —  b')]  +  \(a  +  b  —  a!  —  b')x  +  a!l)  —  abV  =  0.  (2) 

Donc  les  tangentes  (Tj  pivoteront  autoui    de  deux  points  lixes    I    et   J   situés  sur  la  dmilo    ABA'IV    et 
dont  les  dislances  au  poinl  0  sont  les  racines  de  l'équation  (2). 

Soient   M   l'I   M    les  points  do  contact  dune  tangente  (T)  passant  par  I. 

LM  =  v/ÎÂTB  =  C'«, 
IM'  ^  ^WaW=  C". 
Le  lion  dfs  points  do  contact  se  composera  donc  de  deux  circonférences  de  ceniro  I.  On  ohtien- 
ji;,il    i|r    iiH'iin-   |M.ni    li''n   At--^  points  de-   contact    des    tuiigmliîs  issues  Ai'   .1    deux  cii'conférences  de 

centre  J . 

2"  Dés  l.n>  Il  ri  II  étant  les  milieux  des  segnieul>  Al5,  \  li.  la  socondo  partie  du problenic  revient 
a  la  question  suivante  : 
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Etant  données  deux  circonférences  concentriques  de  centre  I  {/if/.  1),  aux  extrémités  M  et  M'  d'un 

rayon  variable,  on  mène  les  tangentes  que 
l'on  prolonge  jus(|u".i  leurs  points  de  ren- 
contre 0  et  0'  avec  les  perpendiculaires 
élevées  aux  points  H  et  H'  au  diamètre 
Illir.   Enveloppe  de  la  droite  00'. 

Transformons  par  polaires  réciproques  en 
prenant  le  cercle  IM  pour  cercle  directeur  ; 
on  est  ramené  au  problème  suivant  :  Etant 
données  deux  circonférences  concentriques 
et  un  rayon  variable  qui  les  rencontre  en 
M  et  Ml  {/i;j.  2),  on  joint  M  et  M',  à  doux 
points  lixes  H,,  Hj  situés  sur  un  même  dia- 
mètre. Lieu  du  point  de  rencontre  oj  des 
droites   MH,,  M'.H',. 

Le  théorème  de  Ménélaûs  api)li(iué  au  triangle  LMH,  coupé  par  la  transversale  M,Hi"j  donne 

c.;M        H;il,        M,'I 

-oH,  ^  ii;i  ^  m;m  "    ' 


Fi  g.  1 


Fig.  ii 


d'oii 


et  par  suite 


ïïjl 


=  G'--' 


C 


Le  lieu  des  points  ot  est  une  circonférence  (G)  homolliélique  de  la  circonférence  LM,  H,  étant  le 
centre  d'homotliétie.  L'enveloppe  de  la  ligne  des  centres  se  composera  donc  de  deux  conitpies  admet- 
tant pour  foyers,  l'une  le  point  I,  l'autre  le  point  J,  et  pour  axe  focal  commun  la  droite   .VBA'B'. 

3"  Nous  devons  chercher  le  lieu  des  points  d'intersection  d'une  tangente  (T)  avec  la  ligne  des 
centres  correspondante  ;  ou,  Iransformant  encore  par  polaires  récipro(iues  el  nous  reportant  à  la 
ligure  2,  l'onveloppe  de  la  perpendiculaire  ot  abaissée  de  lo  sur  LMM',.  Or,  celte  (mveloppe  n'est  autre 
{[uc  la  circonférence  (G)  trouvée  dans  la  seconde  partie,  car  la  droite  wt  est  tangente  à  cette  circonfé- 
rence comme  étant  parallèle  à  la  tangente  M/  menée  à  la  circonférence  IM  au  point  M  homologue 
de  '•). 

Le  lieu 'des  centres  de  similitude  se  comi)oso  donc  des  deux  coniques  trouvées  précédommenl. 
Soit  un  centre  de  similitude  correspondant  à  un  point  N  d'une  des  deux  C(Uii(pies  compri.s  entre  les 
parallèles  110,  H'O'.  La  lang(>nt(!  en  N  à  la  coniqu(>  coupera  ces  paraliiles  en  deux  points  (|ui  seront  les 
centres  correspondanls.  Le  point  N  étant  intérieur  au  segment  forn\e  [>;ir  la  ligue  des  centres  sera 
centre  de  similitude!  inliu'ne.  On  verrait  de  même  ([ue  les  parties  du  liiMi  e\ti''ritMues  à  la  région  limitée 
par  l(>s  [laralit'les    IIO,  ll'O'   eori'espondenl  à  d(^s  centres  de  similitude  exlerm'. 

\  iCToii   liLll  fUAM',   Képéliteur  au  L\rée  de   Houai. 


(llLUiMKTUil'     AXALYTIOII-: 

367. —  /\l(i)il  ilonui'i'  une  conitim'  i],  uiu'  droilr  l)  ri  un  point  \\  on  joinf  nii  jtoinl  cariahlr  M  n  drnx 
jniinls  fi.rrs  I  ri  ,1  dr  i]  <l  on  consiih'n;  1rs  rotiitiui's  S  /inssnnl  />nr  P  insrrih'x  ifnrtx  rnn<ilr  \\\,],  In  rontr 
ilr  roiiliirl  rlmil  In  droilr    \). 

i"  /.irii  drs  jullrs  d'iiiir  droilr  ji.rr  A  jinr  niiijtorl  iin.r  i-(niiiinrs  S,   ijiinnd   M   drcnl  itnr  coniifitr   1  . 

^2"   /■'liidirr  Ir  Uni  ijiinnd   -   ri   1"   roinrulml . 

[\"    (Jiiniid    )l.   ri    ï'    rmiiriilnnl ,    A   sr  ronfonil  nrrr    |,| . 


oi  r.KuMi::nuK  AiNALvrigLiii; 


Première  solution.  Kai-^nns  une  liMusfonuMlion  li(iiii()^:;iaitliHiii('  Icllc  iiui'  les  iioinis  I  cl  J 
(lt'\  it'Miu'nl  les  points  cvcliqucs  du  |il;ui  ;  le-;  (••uiiiiucs  S  auroiil  alois  h;  poiiil  M  |iour  lover  el  la 
di'uiliî  l)  pour  diroclricc,  corrospoudanli'. 

Prenons  pour  orij^ine  le  \u)inl    \\  Taxe  des  x  (Haut  pcr[ien(liciilaii'e  à  la  droite  D,  cl  1  a\(>  des   _// 

élanl  parallèle  à  celle  droilc 

Désignons  par 

>r  —  (/  =  () 

l'équalion  de  la  droite  1),  el  par  /.,   ,3  les  coordonnées  du  [loiul   M. 
1'  1/cqualion  générale  des  coniques  S  est  alors 

(a._a)-^H-(y-P)2_c-2(a--(/;^-0 
avec  la  condition 

a^  +  f:2  —  eHl'-  =  0, 

et  il  faut  chercher  le  lieu  des  pôles  d'une  droite    a    par  rai)porl  à  ces  coniques  quand  le  point  M  décrit 
une  conique  S'. 

L'équation  des  coniques  S  s'écrit 

a:-(l  -  e2)  4-  y^  -H  ^2x{de'-  —  a)  —  ±^,j  =  0,  (S^ 


a2-^  8 
c-  avant  la  valeur 


Les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite 

nx  -\-  vy  -+-  (V  .—  0  (A) 

sont  données  par  les  équations 

x{l  —  c^)  H-  rfe2  —  a  _  y  —  fi  _  x{dn'^  —  a)  —  Py 

U  V  IV 

Au  lieu  déliminer  a  et  8  entre  ces  équations  et  Féquation  qu'on  obtiendrait  en  écrivant  (jue  le  foyer 
décrit  une  conique,  nous  résoudrons  ces  équations  par  rapport  à  x  et  y. 
On  (ibtienl 

~  o,-[v'^  -{-  du  4-  îo)  — (wa-h  up  -{-iv) 

n'uPv  -h  c%  '^du  —  Sr/au  -l-  iv^)  -i-  vr^  —  nx^  —  u'^ 

e'^{v^  H-  du  -i-w)  —  (lia  +  up  +?") 

a-  +  P^ 
et  en  reniphiçant  r-  par     — ; —  i    on  a 

_   rf(a2  -H  P2)(up  _^_  ,y)  _|_  ^2  (^(C2  _  y^p  —  IVOl) 

~~  (a2-h  ^^){v^-\-du-^  W)  —  d^Xil-X-V^  -f-2t»)  ' 

_  u(a-'  H-  p2j2  H-  (a-  +  ^^)i^du  —  2rfay  +  w^)  +  d\va}  —  r/afi  —  ?/;?) 
■^  "  (a2  H-  p^)(up  4-  rf«  +  w)  —  d^m  H-  up  4-  w) 

Si  le  pttinl  x,  |3  décrit  une  conique,  on  peut  supposer  (juc  a  et  [3  sont  des  fractions  dont  les  termes 
Sont  di'S  trinômes  du  deuxième  degré  parrapi)ort  à  une  variable  /,les  dénominateurs  étant  les  mêmes. 

En  remplaçant  a  et  8  par  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  r  cl  de  //,  on  voit  (|uc  le  point  (a:,  y) 
décrit  une  courbe  unicursale  du  hnilicnie  dcgii-. 

2°  l.a  conique  v  passant  par  les  points  cycliques  est  un  cercle;  il  en  sera  de  uk'-uu'  de  la  conique  1"'; 

on    .'int.i    (1c. nr    niir    ir'l.iliiiM    dr    la  fomiC 

a-^  _H  p^  =.  Aa  +  Bp  -H  C, 

et  l'on  voit  t<nil  de  suite  (pie  le  lieu  s'abaisse  au  (piatrième  degré. 

On  peut  d';ulli'ur>^  poser 

'I  z=  (i  -\-  u  COS  o, 

p  =  A-f-Hsino. 
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«,  h  désignant  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  S'  et  R  le  rayon  ;  les  numérateurs  de  x  el  de  y  et 
leur  dénominateur  commun  deviennent  des  fonctions  du  second  degré  de  sin  o  et  de  cos  o. 

3°  Enfin  si  la  droite  A  se  confond  avec  IJ,  cette  droite  est  à  l'infini  ;  on  a  î<  —  0,  v  —  0,  et  le 
pôle  de  la  droite  A,  ou  le  contre  de  la  courbe  a  pour' coordonnées 

y  =  '^■ 
En  remplaçant  a  et  p  par  les  valeurs     a  +  R  cos  o     et     h -V-  R  siu  '^,     on  obtient 

_  d[\i{^a  —  d)  cos  o  -H  2/yR  sin  o  +  g-  +  h-  -4-  R^  —  ad] 
^  2aR  cos  cp  +  2/>R  sin  <5  +  a^  +  6^  +  R^  _  rf^ 

»/  =  /j  +  R  sin  o. 

1—^2  2/  .       .  ,  ,   ., 

Si  dans  ces  équations  on  remplace  cos  o  et  sin  o  par    ■; et    - — — -  ^     puis  si  on  reauit  au 

1  1  .  .  1  +  r  1  + 1- 

mème  dénominateur,  on  olilient  deux  fractions  rationnelles  du  4"  ordre.  Donc  le  lieu  est  encore  une  courbe 
uiiicursale  du  V  ordre,  et  l'on  n'aperçoit  pas  nettement  la  différence  qu'il  y  a  entre  les  deux  derniers  cas. 

Seconde  solution  (géométrique).  —  Pour  résoudre  ce  problème  nous  nous  appuierons  sur  la  géné- 
ralisation suivante  qui  a  été  donnée  du  théorème  de  Chastes  :  Étant  donnés  deux  faisceaux  de  droites  tels  qu'à 
une  droiti!  du  premier  faisceau  en  corresponde  m  du  second,  et  à  une  droite  du  second  p  droites  du  premier, 
le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  correspondantes  des  deux  faisceaux  est  de  degré     m  -t  p. 

C.ela  posé,  revenons  au  problème  proposé  ;  on  pourrait  le  résoudre  directement  par  une  mctliode  en  tous 
points  analogue  à  celle  que  nous  allons  indiquer,  mais,  pour  simplifier,  nous  projetterons  la  figure  de  façon  que 
la  droite  D  passe  à  l'infini.  Le  point  M  est  alors  le  centre  de  la  conique  dont  .Ml  et  MJ  sont  les  asymptotes. 

I»our  déternnner  le  degré  du  lieu  cherché,  nous  chercherons  alors  en  combien  de  points  le  lieu  rencontre 
une  droite  quelconque  \A/.  l'roi)osons-nous  de  trouver  le  lieu  de?  centres  des  coniques  passant  par  P,  dont  les 
asymptotes  passent  respectivement  par  les  points  1  et  .1,  et  telles  que  le  pôle  de  A  par  rapport  à  ces  coniques 
soit  sur  LL'. 

Soit  .n\  une  droite  quelconque  passant  par  .1  ;  si  cette  droite  est  une  asymptote,  el  si  U  est  le  point  d'inter- 
section de  iP  avec  .IR,  les  hyperboles  correspondantes  sont  tangentes  à  JR  au  point  situé  à  l'infini  sur  cette 
droite,  passent  par  P,  el  par  le  point  P'  de  IP,  tel  cpie  IP=P'U  puisque  I  est  sur  la  deuxième  asymptote. 
Ces  liy|)erl)oles  l'orment  donc  un  faisceau,  et  dans  ce  faisceau  il  y  a  deux  coniques  par  rapport  auxquelles  les 
droites  A  et  LL'  sont  conjuguées  (Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponc- 
tuel est  une  courbe  du  second  ordre.)  A  toute  droite  .IR  correspondent  donc  deux  droites  issues  de  I,  et  réci- 
proquement. Le.s  points  d'intersection  des  droites  correspondantes  des  deux  faisceaux,  c'est-à-dire  les  centres 
des  coniques  du  groupe  considéré,  décrivent  donc  une  courbe  (C  du  quatrième  degré,  qui  admet  I  et  .1  comme 
poiids  doubles,  et  (pn  coupe  la  conique  v'  en  huit  points. 

Huit  conicpies  du  groupe  de  l'énoncé  sont  telles  (pie  le  pôle  de  A  soit  sur  1,1/  et  le  lieu  des  pôles  de  a  par 
rapport  à  ces  coniques  S  est  du  huitième  degré. 

Remarque.  —  La  démonstration  ne  suppose  |)as  essentielleiiuMit  (pie  ï'  soit  une  conicpie.  Si  ï'  .  I.nl  une 
courbe  du  n*  ordre,  le  lieu  serait  du  4'r'  degré. 

2"  Lorsque  ï  et  ^L'  coïncident,  c'esl-à-dire  lorsque  ï'  passe  par  I  el  .1,  (piatre  des  points  d'inlersecliou 
de  (0)  avec  i]'  coïncident  toujours  avec  les  points  I  el  .1.  Le  lieu  véritable  s'abai-se  alors  au  quatrième  degré. 
Mais  on  a  alors  deux  points  doubles  ccu-responilanl  au  (;!<  où  M  vient  se  confondre  avec  I  ou  .1.  Lu  effet .  hu-s- 
(pie  M  vient  par  exemple  en  .1,  les  asymptotes  sont  .11  el  la  tangeiile  en  .1  à  ï'.  C.omiiie  Ion  connall  en  outre 
le  point  P,  l'hyperbole  correspondante  est  l'acile  à  construire.  Oi,  il  \  a  une  iiiliiiile  «le  coniipies  S  qui  viennent 
se  confondre  aver  cellt'  hy|>eib(de.  el  le  pôle  de  A  pai  rap|nu(  à  ces  coniques  lail  partie  du  lieu.  De  même  p.'Ur 
le  point  I.  .1.  C.LAIRIN.     Louis-leCrand.) 

Troisième  solution.  -  Nous  preiion-^  MM  .nmiiie  Irian-le  de  n'Icience.  Soient  dans  ce  >\s|ème  u„,  r,,.  .  ,, 
les  coordonnées  de  hi  dioile  D. 


:>4 
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Soient   .'•,//.  -■    les  coortlomirt's  (lu  iminl   M  <iui  drcril  la   coiiiciiu'  X  ;  .r,  _i/,   :.  sont   des   (|ii;uililés   pioitoitioii- 
iielles  a  trois  tiinoiues  donnés,  du  stM'ond  dt>^Mi'  pir  ia|)|)oil  à  un  paramètre  t. 

.le  vais  l'ornuM'  IV'f|uation  tani^enliollc;  do  la  conique  S.  A  cet 
filet  je  l'oiine  d'abord  réi|ualion  lanjj;entiolle  des  |)oints  A  et  B.  Le 
point  A  par  exemple  se  trouve  à  riiiterseelion  de  la  dioile  I),  ayant 
pour  coordonnées  u^„  Vq,  Wy,,  et  de  la  droite  LM  V;  —  ///  =  0)  dont 
les  coordonnées  sont  0,  z,  — //.  L'é(|ualion  lanLrenlielle  du  point  A 
est  donc 

U      V        11- 


V  = 


«u    ''o     ^'\l 


=  0; 


0     z    -  // 
de  même  Léquation  langentielle  de  l>  est 

u      V        10 


"()   Vo     "■(> 
:.     0     —  .- 


=  0. 


L'équation  tanpentielle  de  la  co  lique  S  est  alors 

1*  .  U  +  ^^[UX  +  Vj/  -+-  lOZ;-    =    0. 

Il  faut  déterminer  À  parla  condition  que  S  passe  au  point  P.  Je  n'ai  qu'à  écrire  pour  cela  que  les  deux 
langenles  issues  de  P  sont  confondues.  Pour  exprimer  celte  condition  je  n'ai  qu'à  faire  w  =  0  dans  l'é(iuation 
de  S  el  écrire  que  la  forme  ([uadrati(|ue  ainsi  trouvée  est  un  carré  parfait.  En  faisant  ic  =  0  dans  l'équation 
de  S,  celle-ci  se  réduit  à 

[—  uVqX  -+-  v{UaX  +  iCoz)][vUQtj  —  iiIvqX  -+-  Wqz)]  -+-  l{ux  +  vi/)-  =  0. 
Le  discriminant  de  celte  forme  quadratique  égalé  à  zéro  nous  donne  la  condition 

.'t[vox(i\i/  -+-  xcoz)  +  lx-\noi/{UoX  +  tcoz)  +  Xj/-]  —  [uoVaXij  +  {uox  -+-  Wos){t\y  -h  lOoz)  —  2'Xxy]-  =  0  , 
qui  peut  s'écrire,  en  posant     II  =  n^x  +  v^y  -\- w^^^, 

4^-o.vIl  -  ?<„vux-^  -4-  >>^--][»u//Il  -  «o-^o!/'  +  V]  -  [iii.v.xy  +  w,z\\  -  ^.xy]^  =  0. 
Le  terme  en  À-  disparaît.  Il  reste,  toutes  réductions  faites, 

{ilxy  —  iclz'-jll^  =  0. 
En  supprimant  le  facteur  II-  on  a 

h:XlJ 

L'équation  de  S  est  donc  iixyVi^-^iclz'{tix -irvji -\rw:)-. 

Los  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  par  rapport  à  u,  v,  v\  et  dans  lesquelles  je  regarderai  u,  r,  in  comme 
les  coordonnées  de  A,  me  donnent  le  pôle  de  A.  Je  pose  pour  abréger 

P  ^  au  -\-bv  -\-  cw, 
Q  ^  a'n  -+■  b'v  +  c'w, 
Il  ^  îix  H-  vy  4-  "^-. 
J'obtiens  (e  étant  un  lacteur  de  proportionnalité) 

(-i\  =  2xy[a\*-{-ai2\  H-  w'^z^xW,  \ 

hS  =  2xij[b'V  +  bi)]-hxolz-'xR,i  ■      (1) 

HZ  =  2xy[c'V  4-  ^Q]  4-  JO^:-'IL     ) 

Telles  sont  les  coordonnées  des  points  du  lieu   demandé    en  fonction    rationnelle   d'un  |)aramétre    t.    Le  lieu  est 

une    courbe    unicur-ale.    P,   O,    U    sont  linéaires  en  x,  y,  z.    Il   en   est  de  même   de   a,   b,   c,  a',  b',   r' .    Donc 

X,  Y,  /  sont  des  fonctions  homogènes  du  quatrième  degré  en  x,  y,   z.  Or  ces  quantités  sont  proportionnelles  à 

lies  fonctions  du  second  degré  en  t.  La  lourbe  est  du  H«  ordre.  i:ile  a    -^^  =  21     points  doubles. 

2    Snir-nt  les  égalités 

Hx  =  ai- 4- 2  ■J^  4- Y,       ) 

H»/  =  %'t^  4-  2yt  +  y'.  1  (2) 

h:  =  a"<^  4-  2^"<  4-  y".  ' 
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qui  représentent  la  conique  S'-  Si  11'  passe  en  1  et  .1,  les  deux  racines  r,  et  t-,  de  lïquation     -  =:  0    devront 
vérifier,  l'une     x  =  0,     l'aulre     y  :=  0.     I.a  conique  1!   pourra  alors  se  mettre  sous  la  forme 

Bec  =  ait—  ti){t  —  t'),  J 

eij  =  At—.h){t  —  t")A  (3'j 

0J    =    y,"lt  —  t,){t  —  t2),    ) 

Si  je  substitue  ces  valeurs  dans  les  coordonnées  de  la  courbe,  il  est  facile  de  voir  que  t  —  ^,)-(<  —  t^f  se 
met  en  facteur  partout  et  peut  être  supprimé.  En  effet,  {t  —  ti](t  —  t,)  se  trouve  en  facteur  une  première  fois 
dans  xij  et  dans  z.  Ensuite  P  et  a  sont  homogènes  en  ij  et  en  :,  Q  et  a'  homogènes  en  x  et  en  ;;.  Donc 
[t  —  t^){t —  ti)  se  trouve  en  facteur  dans  (a'P  -+-  aQ),  il  se  trouve  aussi  dans  ;.  Le  lieu  s'abaisse  au  quatrième 
deç/rè. 

3»  Supposons  maintenant  que  a  se  confonde  avec  1.1.  Les  coordonnées  de  a  sont  0,  0,  I.  Il  suffit  de  faire 
dans  l'équation  de  la  courbe  u  =  0,  u  =  (',  %o  =z  t.  Les  équations  (1)  s'écrivent  alors,  après  suppression  du 
facteur  z, 

0\    =   2xiJVo  (  —  UoX  +  Voy  -f-  WgZ)  4-  lolZ'X, 

6 Y  =  2x>jWo(UoX  —  VoJ/  +  Wo.s)  H-  lolz^ij, 

eZ  =  —  4./(/;moI'o  h-  iC53^ 

Si  je  remplace    x,  y,  z    par  leurs  valeurs  tirées  du  système  (2'  ,  il  est  facile  do  voir  que     [l  —  /i)(<  —  ^2)     ^^^ 
en  facteur,  et  qu'il  reste  enfin  une  courbe  du  quatrième  degré. 
Ce  cas  ne  difiere  pas  essentiellement  du  précédent. 

Remarque.  —  La  méthode  précédente  aurait  été  applicable  à  une  courbe   S',  unicursale  et  d'ordre  m.   On 

aurait  trouvé  une  courbe  unicursale  d'ordre  4?».  En  admettant  que  la  courbe  considérée  passe  p  fois  aux  points 

1  et  .),  le  degré  se  serait  abaissé  à    km  —  kp. 

L.  CLAIZEL   Louis-le-Crand). 
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364.  —  Un  vase  imUdlHijin'  a  la  fonm'  d'iiuf  sphère  (/c  20"="™  de  rai/on  ;  /'rpoisseur  de  si's  jnirois  est 
VII  ili.ririiie  de  niiUiiiirlre. 

A  0  degré  ee  vase  est  plein  d'air  sous  lu  prcssimi  ilr  TO'''"  de  mercure  à  0  deipi\  ijui  est  aussi  la  pression 
extérieure. 

On  chauffe  le  vase  jusqu'à  eo  qu'il  rr.lnlc  sans  l'r/pirl  des  pressions  intérieures  ;  la  lii/ne  de  rujUure  se 
trouve  dans  un  plan  diamétral. 

On   demande  à  ipielle  temjiérature  le  vasi-   a  été  parte,  surhunl    t/in'  :  1"  Ir   cuefficii'iit   de  dilatation  dr 

1 

l'air  est    ;    'lL°  le   roe/ficiciil  df  dilatiitioii   du   iiiétul  est  néiiHiieulilr  ■  'i"  1)  lu  tevipérature  de  l'i'.riilusiou, 

(///  ///  lie  Cl'  métal  aijant  \  iiiilliiiirtrc  rurré  dr  seclimi  rompt  sous  un  paids  de  HO  l,iloiiraiinni'^  ;  i"  lu  densité 

du  mercure  est   13,(5. 

(//ourses-  (/(•  licence,  IS'JJ.) 

La  section  de  rupture,  (5valu(''0  en  niilliinètn's  carrés,  vaut 

2X-X20OXO,i  ; 
rcIVort  luVossairo  pour  produire  la  ruplnro  ost  donc,  on  izranunos. 

2  X  -  X  200  X  0.1  X  :mooo. 

L'excès  de  la  pression  intérieure  sur  la  pressimi  e\l(  licure,  ivahu'  on  {,Mamiii('>.  par  conlimètre 
earn'',  vaut 

Tr.xiiLC.  X:r;r7X.i'; 
la  l'()rc('   resullaiil    de   cet   excès   de   pression  sur  un   lii'iui'-[ilM'ri    e-l   ei;ale  à  celle  que  le  nii"iue  excès 


r.i;  OUKSTiONs  pitorositRS 


piûduirail  sur  la  surfaco  (l'uii  yiaïul  corcle,  »'l  \aul.  par  C(>nsù(iiiciil,  on  grammos, 

TC.  X  i:},6  X  rr^  X  a;  X  TT  X  ST)' . 

D'oii 

-2  X  -  X  :200  X  0,1  X  30000  =  70  X  13,0  X  ^r^  X  r  X  "  X  2Ô' , 

ou.  on  <iniiilili;ml, 

273X3000 

•'•  =-~  --....  n    =  ()0^i",0. 
70X13,0 

f{>'inart/ui'.  —  La  donnrc  rolati\(>  à  la  rornic  de  la  ligne  de  rupluro  est  inutile.  En  eiï'el,  la  tension  T 
dune  enveloppe  sphérif|ue  de  rayon  R  est  liée  à  lexcès  de  pression,  P,  qui  règne  à  l'intérieur,  par  la 
ri'lalion 

2 

Ici,  la  tension  dmienl  éi^alc  à  ."{O  kilogrammes  par  cenlimèlre,  car  une  section  d'un  centimètre  de 
longueur  et  d'un  dixième  de  millimètre  de  largeur  a  une  surface  dim  millimètre  carré.  On  doit  donc 
avoir,  en  prenant  pour  unités  le  centimètre  et  le  poids  du  gramme, 


ce  ([ui  dnnne  le  même  résultat. 


20  1 

30000  =  -^  X  70  X  13,G  x  ^^  X  ^, 


365.  —  L'aiHih/se  d'un  sel  d'anjcnl  a  donnd  en  ccnlirnics  : 

Carbone 7,89o 

Oxygène 21,053 

Arrjenl 71,052 

On  sait,  d'autre  port,  que  l'acide  de  ce  sel  peut  former  avec  le  j)otassiuni  deux  sels,  l'un  comparable 

par  sa  composition  au  sel  d'argent,  l'antre  contenant  pour  un  même  poids  dr  carbone  moitié  moins  de  mrlal. 

Calculer  la  fornialr  de  l'acide 

C  =  12,  0  =  16,  Ag  =  lOH. 

USourscs  de  licence,  1S94.) 

En  rapportant  les  poids  à  108  d'argent,  on  trouve  12  de  carbone  et  32  d'oxygène-  La  formule  la  plus 
simple  qui  représente  la  composition  du  sel  est  donc  CO^Ag,  et  la  fornuih;  la  ])his  simple  représentant 
la  composition  de  l'acide  CO-ll.  Mais  l'existence  des  deux  sels  de  potassium  exige  la  présence  de  deux 
poiris  atomif|ues  d'hydrogène,  ce  f|ui  donne 

C^0*H2  ; 
c'est  la  formule  de  lacide  oxalirpie. 

4 

QUESTIONS  IMiorOSKES 

384.      D'un  j)oinl  P  on  m^no  les  normales  à  un  ellipsoïde  et  [)ar  les  pieds  do  cc>  ncirinales,  jos  plans  tangents. 

I     trouver  le  lien  des  centres  des  (juadriques  1'  tangentes  à  ces  plans. 

2"  l'arrni  res  quadriques  ï,  on  considère  celles  qui  sont  concentriques  à  l'ellipsoïdi;;  trouver  ii-  lieu  des  axes 
«le  ces  rpiadriqucs. 

n*  Trouver  lt>  lieu  di-s  |)oiiits  P  pour  lesquel-;  les  quadriques  i;  sont  de  révolution  cl  sont  couccutiiques  à 
rdllpsoide.  (I».  PuiG.) 
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385.  —  On  considère  le  foliuni  de  Oescartes 

x^-hif—  "iaxy  -  0, 
et  le  cercle  variable 

a;2_(_  ,y2  2)>(a7  +  î/j    =  0. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  avec  le  cercle  variable  des  tangentes  communes  aufolium  et  au  cercle 
et  construire  ce  lieu.  (Vasmer.) 

386.  —  Un  disque  lumineux,  d'éclat  intrinsèque  h  et  de  diamètre  a,  est  placé  perpendiculairement  à  Taxe 
principal  d'une  lentille  et  à  une  distance  i»  de  cette  lentille  dont  la  dislance  focale  est  f  et  le  diamètre  h. 
Calculei'  i'éclairement  produit  par  les  rayons  réfractés  sur  un  écran  perpendiculaire  à  l'ax»!  et  placé  à  une  distance 
quelconque,  .'•,  de  la  lentille. 
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357.  —  La  ii(jnr.  de  terre  xxj  étant  tracée  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre  à  une  distance  de 
60°"°  au-dessous  du  milieu  du  cadre,  on  considère,  dans  le  plan  vertical,  une  parabole  dont  l'axe  est  la 
verticale  an'  placée  au  milieu  du  cadre,  dont  la  directrice  est  la  ligne  de  terre  et  dont  le  sommet  a'  est  à 
30"'°  au-dessus  de  la  ligne  de  terre;  cette  parabole,  en  tournant  autour  de  son  axe,  engendre  un  parabo- 
loïde.  On  considère,  d'autre  part,  un  cône  de  révolution  agnnt  pour  sommet  le  sommet  aa'  de  la  parabole  et 
pour  axe  une  pxirallèle  ab,  a'b'  éi  la  ligne  île  terre;  l'angle  des  génératrices  de  ce  cône  avec  son  axe  est  supposé 
égal  à  45  degrés. 

Y"  Construire  les  pjrojections  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces,  et  représenter  leur  ^olidr  rminmin, 
en  supposant  le  cône  prolongé  de  part  et  d'autre  de  son  sommet. 

2"  Construire  la  projection  de  l'intersecliou  sur  un  deuxième  plan  vertical  aguut  pour  trace  luuizonlale 
la  perpendiculaire  en  a  à  la  ligne  de  terre. 

Nota.  —  On  indiquera  à  l'encre  rowje  ta  construction  d'un  point  il  ilr  In  hnuinilc  ni  ce luuitl  it  la  iiiinihidr  et  u  c/k/cmhc 
des  proji'clionx  de  l'intersection. 

Lo  plan  vertical  d(!  projection  (;l  le  })lan  de  [)rolil  de  ^7,  a'  sont  des  plans  de  syiiu'lrii'  pour  les  deux 
surfaces  ;  donc  la  projection  verlicalc  de  rinliTseclion  sera  une  coiuipic  fl  la  projection  hori/onlale 
sera  une  courbe  du  (|natri('ine  deiiré  admcllanl  pour  axes  de  synuUrie  xg  cl  ou  .  1)(>  plus  la  projection 
auxiliaire;  d(Miiandce  sur  h;  plan  de  |)rolil  de  a,  a'  sera  une  coni(|uc. 

Poui'  ohlciiir  un  point  //(,  ///'  de  rinicrseelion,  nous  emploierons  nue  >piiri(>  do  ccnln»  a,  n':  si 
nous  dclernunons  par  la  consliiiction  ordinaiic  un  point  /',/''  dv  la  parabole  nuM'idiennc  prineipal<>  du 
paraboloïde,  le  rayon  de  la  sj)bère  correspondante  sera  a'p'.  Celle  sphère  coupe  le  paraboloïde  suivant 
le  })arallèle  pr,p'r'  et  le  cimu'  suivant  le  |)aral!èle  ui'ij';  d'où  nous  di'duisons  deux  points  m,  m' el 
»)i,  m'  de  rinicrseelion.  I.a  ianiicnte  ml,  ml'  au  point  ///,  ni'  est  obtenue  par  la  nulboiie  des  noiniales. 
Le  rayon  de  la  sphère  auxiliaire  peut  varier  de  /ért»  jus(]u"à  a'c'  si  '•'  est  h'  deuxième  point  île  ren- 
contre de  la  projection  verticaltî  a'c'  de  la  u'entM'alricc  de  contour  ap[»aienl  \ertical  du  ci"«ne  avt>e  la 
projection  verticale  de  la  méridienne  prineipale  du  paraboh>ïde.  Cette  sphère  de  layon  niaxinoun 
donnera  le  |>()inl  c,  c'  de  rinlersei-lion  ;  on  a  iiri-'  pour  cela  " //'  -  'Ip  —  12""  si  p  est  le  paramètre 
d(>  la  parabole. 

Cberclions  la  naliire  de  la  [M'ojeclion  \eilii'ali'  de  I  iiiler>rctioii  et  pour  ci'la  deleiniinons  ses  as\mp- 


^k 


ÉCOLE    CENTRALE 


lofes  ;  h  col  efrot  nous  prenons  une  sphère  inscrite  au  paraboloïde,  son  centre  a  pour  projection  verti- 
cale (/  et  son  parallèle  de  contact  est  projeté  en  /'À'.  A  cette  sphrre  circonscrivons  un  cùne  homothé- 
tique  au  cône  donné;  son  contour  apparent  vertical  sera  P'aV.  Ce  cône  touche  la  sphère  suivant  le 
parallèle  de  profil  passant  par  1'.  Le  cône  et  le  paraboloïde  circonscrits  à  la  mémo  sphère  se  coupent 
suivant  deux  courbes  planes  dont  les  plans  sont  de  bout;  le  point  )/  est  un  point  commun  aux  projec- 
tions verticales  de  ces  courbes.  Pour  en  avoir  un  second  point,  nous  prenons  une  sphère  auxiliaire  de 
centre  oo'  et,  si  o  est  un  point  déterminé  sur  la  parabole  méridienne,  ayant  pour  rayon  o'o';  elle  coupe 
le  cône  suivant  deux  parallèles  dont  l'un  est  ^'y'  et  le  paraboloïde  suivant  le  parallèle  os',  d'oii  un 
point  [j.'  de  la  projection  verticale  cherchée  X'.u'.  A  cette  direction  asymptotique  !'•/  correspond  l'asymp- 
tote s'o'  obtenue  en  menant  les  diamètres  cr'.v'  et  a's'  conjugués  de  la  direction  V'/  dans  les  méridiennes 
principales  des  deux  surfaces  données  et  en  traçant  par  leur  point  de  rencontre  v'  la  parallèle  h  À';-i'. 
Le  point  v'  où  cette  asymptote  coupe  l'axe  de  symétrie  de  la  conique  est  centre,  et  l'autre  asymptote  est 
v'ii'  symétrique  de  v's'  par  rapport  à  v'o'.  Comme  vérification  v'  est  symétrique  de  n'  par  rapport  à  a. 
car  l'hyperbole  obtenue  comme  projection  verticale  de  l'intersection  a  un  foyer  commun  avec  la 
parabole. 

La  projection  hoiizonlalc  dont  nous  avons  les  points  sur  les  axes  de  symétrie,  est  une  lemniscate. 
En  effet,  prenons  ay  pour  axe  jtolaire  et  soit  am  =p,  nuii/  =  oj  ;  d'après  \o  procédé  de  conslruction 
de  7)1  on  a,  si  R  est  le  rayon  a'p'  do  la  sphère  auxiliaire, 

R  — 2 

fa'  =  0  cos  oj  =  -;=  »  0^  =  'ip.  a'z\  W  =  p^  +  a  z 

s/± 

d'où  2o^  cos'-^  0)  =  0^  +  ■^—  ,  d'où  p  =  1p  ^cos  2w 

Ap- 

équation  polaire  d'une  lonmiscate.  Les  tangentes  d'inflexion  au  point  double  a  do   cette  lemniscate 

sont  les  géïK'ralricos  do  contour  apparent  horizontal  du  cône. 

Quant  à  la  projection  auxiliaire  sur   le  plan   de  profil  de   na\  c'est  une  oUipso  tract'^o  on  traits 

discontinus;  nous  avons  obtenu  lessonnncts  a"  et  c"  de  son  grand   axo,  ce  qui  donne  le   C(Mifrc  </'  ol 

conduit  aux  sommets  e"  et  c]  du  petit  axe.  Ces  points  se  déduisent  imint'dialoment  do  ceux  lorresiton- 

dants  obtenus  sur  la  lemmiscate;  la  détermination  de  7"  mène  aux  deux  points  0  et  ''t  de  la  lemniscate 

3/) 
pour  lesquels  la  tangente   est  parallèle  à  xy.   Comme  vérification,     nij    =  ^  =  '.)<■•".     Au  poml  m.  m 

correspond  sur  cotte  ellipse  1(>  point  ///';  la  tangente  once  point  est  in"l". 

Dans  la  mise  à  l'encre,  nous  avons  supposé  le  plan  vertical  d(>  projection  enlevé  et  pour  cola  la 
ligne  (le  terre  xij  a  été  tracée  on  traits  discontinus  ;  dans  ces  conditions  la  projection  hori/.ontah^  di^  la 
courbe  d'inlersection  dos  deux  surfaces  est  vue  fout  (Milièn». 

I^a  rochorclH!  analyti(iuo  di-s  divers  ic'sullats  trouves  précedenuuent  est  immédiate  si  nous  prenons 
pour  axe  des  x  la  droite  nh,  (t'l)\  pour  axe  des  ;.  la  verticale  do  au'  et  pour  axe  des  1/  la  perpondiculaii-e 
en  a,  a  au  plan  Z.W.  Le  paral)()loïdo  a  alors  pour  écpiation 

X-  -\-  y-  —  "Ifiz  =  0. 
Le  cône  a  pour  (Minalion  x'-  —  7-  —  3"  =  0. 

lia  projection  verticale,  c'est-à-dire  la  projection  sur  le  phui    /\\.    est     ir-  —  :-  —  2/>:  —  0. 
L'é(|ualion  de  la  projection  h(ui/.(Uilale  est 

(.r-  -I-  y-]^  —  A/)^{x'-  -  7^)  =  0. 

L'cMpialiou   do  la  projection  sur  le  plan  de  piolil  de   ti,  n'  sera 

■iy-'  -hz'  -  2y>3  =  0. 

Ces  diverses  (Mpiations  pernu>ttonl  de  \i'rili(M'  les  résultats  obItMuis  ui'onietrii|Uenienl  d:n\^  l'epuro. 

N.  C. 


i'A) 
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Cnl  |;s    nii;i'\i;Mn||;i;s    \    I,I;(X»LI-:    des    I'UMS    \i\    CIIALSSÉES    (Concours  de  ISUi). 


376.  />iiiis  lin  irrliiii<ili'  ilninii'\  mi  ilciiinnitr  il'i iiscrii''  un  liisiiin/c  ilr  siir/'iicr  ilniiiirc  ;    ilrliuiniiicr  lu 

plus  prtiti'  rali'ur  ijur  jh'iiI   iirfinlrr  C'-llr  surfiirr  pour  ijiic  Ir  iinil/lriiic  suil  passi/jh-. 

rriMi.ms  |)i)iir  axes  doux  c<">lés  l'onstM-ulils,   l)A  ri  DC,  du  roclani;le,  ot  désignons  par  i2a  et  2/>  les 

longueurs  de  ces  côtés.  Soient  1  le  milieu  du  côté  1)A  et 
'/  le  sommet  du  losange  situé  sur  ce  côté  ;  posons  \a  =  a  ; 
alors  l'abscisse  du  point  a  sera    a  +  a     (01  + la). 

Cela  posé,  on  inscrira  un  losange  dans  le  rectangle  en  joi- 
gnant le  point  (I  au  centre  lo  du  rectangle  et  en  élevant  en  ce 
point  une  i)erpendiculaire  sur  aoj  ;  cette  perpendiculaire  don- 
nera les  deux  sommets  h  et  d.  Le  losange  sera  vraiment  ins- 
crit dans  le  rectangle  si  le  point  d  est  compris  entre  0  et  C, 
c'esl-à-dire  si     0  <  0(/  <  2h. 

Calculons    alors    Od.     A   cet   ell'et,    formons  l'équation 

de  (.j(/ :  'en[^ri'mai(pianl  qur   le  coelficient  angulaire  de  fuo  est 1     on  a  de  suite  celte  é(iualion  : 


V 

C                      c                   B 

d 

b 

0 

D          a'  ai    a"          A 

L 

X 

Cl  y. 

Faisons  dans  celle  ('qualion    x  =  U.     nous  auions     Orf  :       Od  =  /> — ; 

0 

on  doit  donc  avoir 

<a<-. 


ou 


b^ 


En  ]HH-|anl  île  part  et  (Tautre  du  jioint  T   les  longueurs     la'  =  la"  = — ,    nous  pouvons  donc  dire 

déjà  que  le  point  a   doit  se  trouver  entre   a'  et  a". 

f/aire  du  losange   nhcd  est  égale  à     -2\(uo\  X  \d(o\;     en  désignant  celle  aire  |)ar   S,    et  se  rappe- 

aa 
laiil   (juc    les  coordonnées  des    points    a,  m,  d   sont  :     a -i- ^,     0  ;     a,  />  ;     0  et     h —■>     on   ohlienl 

immédialemnil  le^  distances    (iio  et  c/(o,    et,  par  suite,  rc^jualioii  (|ui  donne  a-  on  l'onclion  de   S, 


4(a2+  /y^2  ^ 


II- 


fi) 


l'ne  seule  valeur  d<;  a-  peut  convenir,  celle  qui  correspond  îi  la  racine  arilhmétique  du  second 
membre,  et  encore  elle  ne  convient  que  si  a^  est  positif;  d'autre  part,  a-  doit  être  inférieur  à  —  ;  on  a 
donc  successivenieni 


/>S 

2(a2-i-  //^)  =  —, 
a 


/y  S 


2/r. 


puis 


AS        ,  h'  . 

—  —  II-  <i  —  1 
"■la  <i' 

Ir 


f»n  voit  donc  que  S  doit  être  comiiiis  rnlie    luh   el     "iuh    i    2a/y-  —  • 

Tous  ces  résultats  se  trouvent  immédiatement  par  la  géonn-lrie  la  jdus  élémentaire. 

II.    IJONNAUD,    l.v<('-e   de    IJonlcanx. 

Ont  n'solii  l.i  iiicnif  i|ii('sli..ii  ;    MM.  K.  N.  lUnisiKN  ;  Dki.mas,  ;i  .Viilniil  :  M.   (iAnciiEiiv,  Ijr.T  .li'  Moulins  ;  F.  Pkiîohikh, 
ri;piHiteiir  an  roUège  de  Cflle. 
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377.  —  Pnr  un  point  (ixe  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  corde  PQ  de  direction  variable 
sur  laquelle  on  construit  un  triangle  éfjuilatéral  MPQ  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M. 
Examiner  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  situé  sur  le  cercle. 

Nous  remarquerons  qu'à  toute  sécante  APQ  correspondent  deux  triangles  équilaléraux  dont  les 

sommets  M  et  Mi  sont  symétriques  par 
rapport  à  PQ.  Nous  allons  chercher  l'équa- 
tion du  lieu  de  ces  points  en  coordonnées 
polaires,  en  prenant  le  point  0  pour  pôle 
et  la  droite  OA  pour  axe  polaire. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle,  a  la  dis- 
tance OA  ;  désignons  par  o>  l'angle  aigu 
AOI  et  par  p  et  p,  les  segments  OM  et 
OMi ,  le  sens  positif  étant  01  ;  p  et  w 
seront  les  coordonnées  polaires  du  point 
M,     pi   cl   oj   celles  du  point   M,. 

Nous  allons  étudier  les  variations  de  p  et  de  p,  quand  <•)  varie,  et  à  cause  de  la  symétrie  de  la  ligure 
par  rapport  à  OA,  on  voit  (|u'il  sullira  de  l'aire  varier  o>  dans  l'intervalle  de  U  à  —  • 

On  a  01  =  a  cos  w, 

¥C  ^  U^  —  Ôï'  =  R2  —  a2  cos^  (0, 
et  comme  le  triangle  MPQ  est  équilatéral, 


Ml'  =  MP' 


On  en  déduit 


MP  =  2PI, 
PÏ'  =  3Pi'  =  3(R2  — a^  C0S2  w). 
p  =  a  cos  0)  H-  s/3(R-  —  a^  cos^  m), 
Pj  =  a  cos  w  —  </3{W- 


a"  cos"  w 
On  voit  dabord  ([ue  p  et  pi  ne  seront  réels  que  si 

R-  —  a-  cos^  w  >>  0, 
R 


ou  SI 


cos  o)  <; 


Cette  condition  est  toujours  remplie  si     a  <  R,     c'est-à-dire  si  le  point    A    est  à  l'inlérieur  ilu 

cercle  ;  dans  ce  cas,  on  fera  varier   to   de  0  à  — 

*<) 

Au  contraire  si    A    est  ;i  l'extérii.'ur  du  cercle,  il  existe  un  aimle  aii;u    a    ilont  lo  cosinus  est  égal 

a  —  ;  on  devra  avoir 
fi. 

t: 
et  !•)   ne  pourra  varier  (|ue  de   ■x   h  — 

On  voit  d'ailleurs  aisénuMit  que  l'angle    a    est  égal  à  l'angle  ([uc  fail  avec    OA    la  droite  joignant  lo 
point  0  au  point  de  contact  de  l'une  des  tangentes  issues  du  point  A  au  cercle. 
Prenons  niaintenant  les  dérivées  de  p  et  de  pi  par  rapport  à  o  ;  on  a 

3a  sin  ta{Aa*  cos*  w  —  R*) 


a  sin  «) 


."{'/  C( 


s/lïïlr- 


sUo)]  = 


s/;{(lV^  — a- cos- (.))''    " "" " "      v/3(R«— a»  cos*  w)[3a  cos  o»  +  /3(R«_rt»  cos*  ««)j 

Celle   (Ii'iivée   reste  iie^alive    si      II      •  ^la  ;     dans  le  cas  oi'i     R  <;  la,     il   esi'^le   un  an:;le   aigu     ^ 


tel  que 


cos  [i 


R 


i\'l 
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Si     to  <  p,     cos  to  >  cos  p,     la  di'riv(5o     p'  os(  i)(>siliv(^  ;  si     'o  >•  p,     l;i  driivrc  csl  ncyulivo. 

«    SiU    10  ■  ,.,,_    , , ; — 1 

On  ;i  3,  =  — \'dn  cos  "i  -f-  v'-nii  — ''**  ^^^'  t'J)  » 

''        ^/;i(K»  — r7='cos»(o)  ^ 

Cfllt'  (Irrivéo  osl  coiishimiut'iil  iu'Lr;ili\i'  (luaiid  ">  csl  ai^ii. 

Iliilin,   p  csl  toujoiiis  posilil' ;  (iiiiuit  il   p,,  on  poul  récrire 

«^  cos^  (0  —  ;>  K-  —  (/^  cos-  (o)  _  ia^  cos-  <->  —  311'' 

'^'  "   a  cos  to  -+-  v/3(R- —  a2  cos^  w)         (t  cos  to  -i-  v/3(Il2  —  a'^  cos"  w) 

Si     U\'^  >  -«,     Pi  est  nôgalir;  si,  ;ui  CDiilrairc,     Rv/3  <  2^/,     il  oxislo  un  ;uitj;le  ai,i;u  y  tel  (jue 

Rv/3^ 

cos  Y  —  -— —  , 

et  ai  s'annule  iittur     "j  =  y-     On  voit  de  |)his  ([ue  pi   est  positif  si     c»  <  y,     el  négatif  si     w  >  v. 

Nous  obtenons  donc  trois  valeurs  reniar(jual)les  pour  cos  o,  qui  sont,  ran,^ées  par  ordre  de  gran- 

A  lU/"3"  _R 

el  au\<iuelles  correspondent  les  valeurs  de  w,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante, 

Y,  ?• 

Premier  Cas.     a  >  R.     —  Les  angles  a,  y,  i^  existent  ;  on  fera  varier  oj  de  x  à  —  et  on  obtiendra 
immédiatement  le  tableau  de  variation  (pii  suit 


(leur  décroissante, 


10 

a 

ï 

P 

2 

p' 

-h 

+ 

0           — 

p 

R 

croit 

R/3" 

croit 

m    décroît 

R/y 

:  p'ii 

— 

— 

— 

pi 

R 

décroit 

0 

décroit 

—  R    décroît 

—  Ry/T 

On  en  di'duit  la  forme  de  la  courbe  ;   nous  avons  tracé  en  trait  plein  la  portion  de  courbe  qui  cor- 
ii'spond  a  la  variation  de   p   et  en  trait  discontinu  celle  ((ui  correspond  à  la  varialioii  de  pj. 
On  a  la  tangente  en  un  point  (pieleon(iuo  en  calculant 

t"V==  P. 


? 
Au  point  H((o  =  a),  p'  est  iniini,  donc  la 
tangente  est  le  rayon  vecteur  OB  ;  au  point  C, 
([ui  correspond  au  niaxiniuni  de  p,  p'  est  rml, 
donc  la  tangente  est  peii)endiculaire  à  OC.  En 
prenant  le  symétrique  de  la  portion  de  courbe 
obtenue  par  rapport  à  OA,  on  obtient  rensemblc 
du  lieu. 

Deuxième  Cas.     "    -  R.     Dans  ce  cas  a  est 
égal  à  /A'.nj  ;  on  a 

0  =:  n(cos  co  -t-  \/'J  sin  w), 
p  =  a(cos  «o  — \/3  sin  tu)  ; 
le  lieu  se  compose  de  dcu.\  cercles,  dont  les  équations  rectilignes  sont 
x^  H-  y^  —  ax  —  aj//3  =  0, 
x'^  -+-  ij^  —  fix  -f-  flJ/v/3  =  0. 
Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'obtenir  géométriquement . 
Kn    ellet,   l'angle    OMA    est   égal  à    ^.     il  en  résulte  cpie  le  lieu  du 
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point  M  est  le  segment  capable  de  cet  angle  construit  sur  OA  ;  le 
lieu  (lu  point  Mi  sera  le  segment  symétrique  par  rapport  à  OA. 

Troisième  Cas.     R  >>  a  >  — —  •     —  L'angle  %  n'existe  plus, 

on  fera  varier  w    de   0   à  —  i   en  passant  par  les  valeurs  remar- 
quables Y  et  p. 

Le  tableau  de  la  variation  est  le  suivant  : 


(0 

0                                    Y 

P 

2 

2R 

décroit 

p 

a-t- v/3(R2  — a^)       croit     Rv/3     croit 

Rv/ïT 

—  R 

décroit 

Pi 

a  —  v/3(R^  —  d^)     décroit    0     décroit 

—  Rv/3 

ce  qui  permet  de  construire  la  courbe. 

Les  tangentes  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  OA  sont 
perpendiculaires  à  OA,  car  p'  et  p,  s'annulent  pour     w  =  0. 

Quatrième  Cas.     a  =  — r--     —  Dans  ce  cas    y  =  ^- 


eu 

0 

P 

T 

? 

Rv/3 

croit 

2R 

décroit 

Rv/ÎT 

pi 

0 

décroit 

—  R 

décroît 

—  Rv/3 

R/3"  R 

Cinquième  Cas.      -~^  >  "  >  "[^  "    ~  ^'  angle  y  "  ''\i>te  plus. 


b) 

0 

P 

2 

croit 

2R 

décroit 

p 

a-hv/3(R2  — rt2) 

Rv/3 

p, 

a  — v/3  (R=^  — a^) 

décroit 

—  R 

décroit 

—  Rv^3" 

Sixième  Cas.     n  —  —•    --  On  a     ,i  —  0. 


w 

0 

-2 

p 

2R 

décroît 

Rv/'3 

pi 

-R 

décroît 

—  1^^  3" 

Septième  Cas.     'i<C— • 
t) 


«H-v/3(R^  — «*)  décroit 


Rv/3' 


^/  —  v/3  (R^  — a»)  (lécroil  -  R;   3 

l'ormt"  decdurhi'  ;nuili'ii'U('  ;i  la  iircci'ilciiliv 


1. 1 


OlI'.SnONS     IMidl'OSKKS 


Huitième  Cas.     ni).     -     Le  lieu  se.  coiniiosc  iruii  coiclc     o        l{\' ."{  . 
Remarque.  —  D''  I  i'i|ii;ili"ii  du  Ihmi  eu  coordoiiiiéos  polairos, 

j  ■-  -  Il  COS  fo  ±  yJ'i[K^  —  a-  COS^  lo), 
ou  (liMluil  iuiuRMlialiinriil  sou  é([ualiou  eu  coordouuûcs  rocliligucs, 

{x^  -f-  //»  —  axf  =  SlVix'  +  if)  —  'M^x' 
nu  (.T^  H-  v^)»  —  Hn.iix'  4-  î/2)  +  (4a2  _  3R^).r2  _  311^,^2  =  0. 

Sur  celle  é(iualit>u  ou  voit  iuimédialenieul  (|ue  lo  lieu  est  une  podairc  de  coni(|ue.  Mais  il  uous 

parait  bon  de  nu)ulrer  direclemenl  celle  propiiidc  du  lieu. 

A  cet  efl'el,  nicuous  au  point  M  uuc  i)crpendiculaiic  à  OiM  ; 
il  i>st  facile  do  voir  que  celle  droite  enveloppe  uuc  conique.  En 
ell'el  Son  é([ualiou  est 

{x  —  a)  cos  (o  -h  y  sin  to  —  \/',i[li-  —  a^  cos-  wj  i=r  0; 
les  distances  de  deux  points  F  et  F',  d'abscisse  n  et  d'ordonnées 
.'/' —  ;'/,     ^  cette  droite  sont  donc 

// sin  o — v/3(R- —  a^  cos^  w)     et     — 7  sin  «)  —  v^3(R2  —  a'' cos^  w), 
et  le  produit  de  ces  distances  est 

Fo .  F  o'  =1  ;}R2  —  3a-  cos-  w  —  //-  sin-  'o  ; 
ce  [)r()duit  est  indépendant  de  oj  pour  une  valeur  de  y,  y  =  av/3  ; 
donc  en  prenant     AF'  =  — AF  =  a\/ 'S  ^     ou  a  toujours 

Fcp.F'o'  =:  C'«  =  3{lV  —  a'); 
par  conséquent  la  droite  Mo  enveloppe  une  conique  dont  F  et  F'  sont  les  deux  foyers. 

Si  R^  >  «7-,  c'esl-à-dirc  si  le  point  A  est  à  Fintérieur  du  cercle  donné,  cette  conique  est  une 
ellipse. 

Si     R-  <  (I-,     la  conique  esl  une  hyperbole. 

Knfin  pour  R- =  r?-,  on  a  F'f  .py  =  0,  et  les  perpendiculaires  à  OM,  élevées  en  M  cl 
en  M,,  passent  par  deux  points  lixes,  F  et  F';  le  lieu  se  décompose  en  deux  cercles,  ayant  respcc- 
livemenl  pour  diamètres  OF  et   OF'.   C'est  le  cas  qu'il  fallait  examiner  à  part. 

Le  point  0,  pôle  de  la  podairc  de  la  conique  dont  on  vient  de  parler,  esl  sur  l'axe  non  IVx-al  de  la 
conique.  Dans  le  cas  où  la  conique  est  une  ellipse,  les  tangentes  en  ce  point,  rpii  est  un  point  double 
du  li'-u.  pi'uvent  être  imaginaires  :  cela  arrive  si  le  point   0    esl  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  c'est-à-dire  si 

3R^ 
fi-  <  3R-  —  3a-,     ou     a-  <;  — ;-  • 

4 

Si     a-  =  '■ — t     le  point   0   est  sommet  de  cette  ellipse  et  la  podaire  a  un  point  de  rebroussement 
4 
en  ce  point.  Pour  toute  autre  valeur  (b;  c  le  point  doubh'  esl  uu  point  double  ordinaire. 

Celle  qiii;>lion  a  clé  résolue  par  .N|.M.  K.-.N.  I'.musikn:  Mctiri  IJonnaiw),  siirveillanl  •îi'iicral  au  Ivcoc  de  Boi-dcuix;  I>i;i.vias, 
à  Aulcuil  :  Louis  Espi.nat,  inslitulcur  à  Espioclial  ;  l'aul  Ozk.n.ne,  l'arnllé  des  sciences  de  TduIousc  ;  I".  Pi';(.ouikii,  réptUilcur  au  collège 
de  Celle  ;  FouciiÉ,  répélilcur  au  lycée  de  Muul-de-.Marsan  ;  G.-A.  l'0L'ii,i,i\nT,  à  Joigiiy  ;  .M.  Skuvan.  a  lioini^i-la-nciiu;. 


nl]::sri(lNS  14U)  POSEES 

387.  —  Lieu  <lu  sonniicl  de  l'aiif,dt'  droil  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypolénuse  a  uiit;  lougucur  constante 
et  p.in-ourl  une  droite  donnée,   tamli^  <\\u:  Inii  des  côtr.>;  de  l'angle  droit  tourne  autour  d'un  jtoinl  fixe. 

388.—  On  doiuie  une  parabole  et  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe.  Trouver  le  lieu  du  |»oinL(le  rencontre 
.1..,  i,(,i  iiid--  ;i  1.1  [Mi'.dn.Ic  .iiix  |iuiiils  011  i'!l(!  ost  roupéc  par  une  langeide  au  cercle. 


L:  /{àinclcar-drnnil   :   II.    VLlULIlT. 


UAIl-LK-MiC.  —    IMP.    CUMTii  JACUCET. 


Supplément  au  no  5  de  la  REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

(Librairie  NONY  et  C'%  Rue  des  Écoles,  17,  a  Paris.) 


Les  dimensions  actuelles  de  la  Revue  de  Matluhnatiques 
spéciales  sont  un  obstacle  absolu  à  la  réalisation  du  pro- 
gramme que  nous  nous  sommes  imposé,  et  dont  nous 
avons  marqué  les  traits  essentiels  dans  le  numéro  de  sep- 
tembre. Aussi  avons-nous  fait  appel  à  la  générosité  de  nos 
éditeurs  pour  obtenir  d'eux  des  sacrifices  nouveaux  qui 
permettent  de  donner  à  la  Revue  son  véritable  caractère. 
Notre  appel  a  été  entendu,  et  nous  avons  aujourd'hui  le 
plaisir  d'annoncer  à  nos  lecteurs  la  transformation  pro- 
chaine de  notre  journal. 

La  Revue  nouvelle  paraîtra,  comme  l'ancienne,  le  pre- 
mier de  chaque  mois,  et  comprendra  vingt-quatre  pages 
in-quarto,  sur  lesquelles  les  neuf  ou  dix  premières  seront 
toujours  consacrées  à  des  articles  variés  dont  nous  allons 
énumérer  les  titres  divers.  Ce  seront  d'abord  des  notes 
relatives  aux  questions  qui  composent  les  programmes 
des  classes  de  mathématiques  spéciales  :  notes,  leçons, 
méthodes  nouvelles,  aperçus  nouveaux,  en  un  mot,  tout 
ce  qui  peut  améliorer,  simplifier  ou  préciser  cette  branche 
importante  de  l'enseignement  secondaire.  Ce  seront  des 
aperçus  historiques  sur  les  divcn'ses  parties  de  ces  cours, 
donnant  rapidement  l'histoire  de  telle  ou  telle  question, 
el  raj)pelant,  à  cette  occasion,  des  méthodes  aujourd'hui 
oubliées,  pai'i'ois  plus  simples,  plus  naturelles,  plus  l'écon- 
des,  au  point  de  vue  des  ap[)licalious.  ([ue  celles  (|ui  leur 


oui  ôl(5  subsliliKM's.  (a'  scM'oiil  tics  articles  pédagogiques, 
loiulanl,  soil  à  triitMircuses  iiiodilical  ions  des  pi'ogrammes, 
soil  à  prrcoiiiseï'  rcnii)loi  de  nouveaux  syslômes  d'ensei- 
gnemenl,  non  encore  appliqués,  ci  qui  seront  ainsi  livrés 
à  la  ('rili(iu('  de  tous.  Ce  seront  aussi,  de  la  part  des  esj)rits 
distingues  qui  voudront  bien  nous  aider  de  leur  amicale 
collaboration,  des  critiques  sérieuses  sur  les  diverses 
façons  de  faire  acquérir  aux  él^ves,  dans  nos  lycées,  les 
coniuiissanc(>s  l'éelleniciil  utiles  an  dt''\  elopjx'iueut  de 
l'esprit  et  aux  buts  pratiques  de  leurs  vies  ;  de  rapides  no- 
tices bibliographiques,  etc.,  etc. 

Ce  qui  restera,  dans  chaque  numéro,  quatorze  ou 
quinze  pages  environ,  sera,  comme  actuellement,  divisé 
en  deux  parties  d'égales  dimensions  et  consacrées  aux 
solutions  de  problèmes  variés,  destinés  à  montrer  aux 
élèves  des  diverses  classes  de  mathématiques  spéciales 
comment  on  descend  de  la  théorie  aux  applications  et 
comment  on  expose  une  question.  La  première  partie 
sera  plus  particulièrement  rédigée  pour  les  candidats  aux 
Ecoles  Normale  et  Polytechnique  et  pour  les  candidats 
à  l'agrégation;  la  seconde,  pour  les  candidats  aux  Ecoles 
Centrale,  des  Mines,  des  Ponts  et  Chaussées,  Navale  et 
des  Mines  de  Saint-Etienne.  Chacune  de  ces  deux  parties 
contiendra  des  énoncés  appropriés,  et,  aux  époques  conve- 
nables, les  énoncés  des  questions  proposées  an\  divers 
concours  que  nous  venons  de  rappeler.  Toutes  les  rédac- 
tions seront  faites  avec  le  plus  grand  soin,  et  mises  à  la 
poitée  des  lecteurs  supposés.  Ces  deux  parties  du  journal 
ne  peuvent  que  gagner  à  la  transformation  annoncée, 
sûres  qu'elles  seront,  à  l'avenir,  de  posséder,  dans  chaque 
numéro,  une  étendue  convenable. 

La  [)hysique  ne  sera  plus  négligée,  comme  elle  l'a  été 
jusqu'à  ce  jour,  faute  de  place,  et  tiendra  dans  nos  préoc- 
cu})ations  une  [)lace  conforme  à  la  liante  portée  de  ses  mé- 


thodes  et  à  l'importance  qu'elle  prend  de  plus  en  plus  dans 
rKnseignement  secondaire. 

En  résumé,  nous  voulons  que  la  Revue  de  Mathéma- 
tiques spéciales  devienne  un  véritable  journal  d'enseigne- 
ment secondaire,  élevé,  complet  et  s'intéressant  à  tout  ce 
qui  concerne  particulièrement  la  préparation  aux  examens 
difficiles,  placés  aujourd'hui  comme  des  barrières  malai- 
sées à  franchir  à  l'entrée  de  toutes  les  carrières  civiles  et 
militaires.  Nous  irons  parfois  jusqu'à  y  publier  des  leçons 
sur  cette  partie  du  programme  d'agrégation  qui  se  rattache 
à  l'enseignement  secondaire.  Mais  nous  éviterons  soigneu- 
sement de  publier  des  rédactions  trop  abstraites  et  trop 
difficiles  à  lire  pour  les  élèves;  nous  n'accepterons  donc 
que  les  rédactions  simples,  claires,  et  ne  laissant  dans 
l'ombre  aucune  difficulté  véritable. 

Nous  craindrions  d'être  trop  téméraires  en  assumant 
cette  lourde  tâche,  si  nous  ne  comptions  sui'  le  concours 
bienveillant  des  maîtres  de  l'enseignement  supérieur  et 
(le  l'enseignement  secondaire,  qui  deviendront,  nous  en 
avons  le  ferme  espoir,  des  collaborateurs  occasionnels  de 
la  Revue,  compétents  et  autorisés.  Nous  ne  leur  deman- 
dons d'ailleurs  ainsi  aucun  travail  prémédité,  ni  d'ad- 
joindre un  souci  nouveau  à  ceux  que  leur  créent  leurs 
absorbantes  fonctions.  Nous  les  prions  seulement,  quand 
ils  auront  quelque  chose  à  dii'e  qui  rentre  dans  notre  pro- 
gramme, et  qu'ils  désirent  {)ublier,  de  s'adresser  à  nous  et 
de  nous  demander  une  hospitalité  que  nous  serons  heu- 
leux  de  leur  olfrir.  La  seule  restriction  que  nous  sommes 
obligés  d'im[H>sei'  à  leur  collaborai  ion,  vise  les  arlicles 
scienliliques  lro[)  élevés  {)our  nous  ou  d'une  rédaction  trop 
condensée  pour  que  nos  lecteurs  puissent  en  tirer  prolit, 
sans  une  peine  li'op  graiule.  Ils  on!  l'espiil  Irop  large 
pour  ne  |)as  comprendre  cette  obligation,  et  pour  (|U('  cette 
restriction  nous  aliène  leurs  sympathies. 


Noire  but  nCsl  pas  de  faire  concurrence  à  aucun  des  or- 
iianos  scientifiques  acluellenionl  existants  ;  nous  poursui- 
vons un  idéal  dillérent  du  leur.  Aussi  quand  nous  ne 
pourrons  insérer  un  aiticle,  nous  le  retournerons  à  son 
auteur,  en  lui  indi(|naiil  le  journal  qui,  à  notie  avis,  nous 
semble  le  mieux  l'ail  pour  le  publier.  Nous  demandons, 
en  terminant,  aux  rédacteurs  des  autres  journaux  de  Ma- 
lliémnliqncs  d(^  nous  traiter  avec  le  même  (^sprit  de  frater- 
nité. 

E.   HUMBERT, 

J.iii\ier  181)5.  85,  rue  d'Assas. 


.Afin  d'avoir  le  temps  d'amasser  les  matériaux  nécessaires  à  une 
publication  ininterrompue  de  la  nouvelle  Rêve  de  Mnllvimaliques 
spéciales,  la  transformation  indiquée  n'aura  lieu  qu'a  partir  du  nu- 
méro destiné  à  paraître  le  l"'Juin. 


Bar-Ie-Duc.  —  Impriiirerie  Comte-Jacquet. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


CORRESPONDANCE 


Mon  cher  Directeur, 


.lai  eu  plusieurs  fois  l'occasion  d'insister  sur  la  nécessité  qu'il  y  a,  en  Géométrie  analytique,  à  adopter  une  convention 
relative  aux  signes  des  aires,  tout  comme  on  en  adopte  une  sur  les  signes  des  segments.  J'ai  fait  remarquer,  en  même  temps, 
que  la  méconnaissance  de  ce  principe  des  signes  appliqués  aux  aires  conduit  à  donner  pour  l'expression  de  l'aire  d'un  triangle, 
une  démonstration  qui  n'est  pas  sans  inconvénients. 

D'une'  part,  en  effet,  on  complique  comme  à  plaisir  la  question,  qui  est  essentiellement  du  premier  degré,  par  l'introduction 
d'une  dislaiice  (la  liauteiu'  du  triangle)  exprimée  par  un  Tadical  du  second  degré  destiné  ;i  disparaître  dans  le  résultat.  Kn 
second  lieu,  et  ceci  est  plus  giave,  ce  radical  laisse  derrière  lui,  même  quand  il  a  disparu,  un  double  signe  qui  est  une  source 
de  coni'usioiis  et  d'erreurs.  Neuf  élèves  sur  dix,  même  parmi  les  meilleurs,  se  trouvent  fort  embarrassés  dès  qu'on  sollicite 
d'eux  quehiuc  éclaircissement  sur  ce  point,  et  arrivent  en  lin  de  compte  à  dire  qu'on  choisit  le  signe  -j-  ou  le  signe  —  dans 
chaque  cas  particulier  d'une  façon  convenable,  une  aire  devant  être  essentiellement  positive. 

Cette  afiirmation  est  une  véritable  hérésie  au  point  de  vue  de  la  géométrie  moderne,  .\utant  vaudrait  dire  qu'un  seu-ment 
est  essentiellement  positif.  Si  je  ne  suis  pas  parvenu  à  modiOer  les  habitudes  prises, cela  lient  en  partie,  je  le  croisdu  moms, 
à  ce  que  je  n'ai  pas  présenté  la  démonstration  nouvelle  que  je  proposais  sous  ime  forme  sul'lisamment  simi>le.  Permettez  moi 
donc  de  revenir  sur  ce  sujet  dans  votre  excellente  Revue,  en  vous  envoyant  une  note  ijui  me  parait  olfrir  le  nia\iuuuu  de 
clarté  et  de  simplicité  désirables. 
Veuillez  agréer,  etc. 

C.-A.  L.\IS.\.NT. 


NOTE  sur  le  principe  des  signes  appliqués  aux  aires. 
Aire  d'un  triangle  ou  d'un  polygone  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets. 

par  M.  C.-A.  LAISAM,  docteur  es  sciences. 

1"  Siff}ies  ch's  nircs.  —  Quand  on  considère  une  aire  plane  l'erniée,  dont  le  contour  est  AnC.V  par  oxcinplo,  il 
iniporle  d'aU'ecter  le  nombre  qui  représente  celle  aire  du  sii^no  +  ou  du  signe  —  suivant  que 
le  contour  est  considéré  conmie  parcouru  dans  le  sens  AliC,  ou  dans  le  sens  opposé  ACB.  Le 
sens  considéré  comme  posilif,  ou  direct,  importe  peu  ;  cependant,  on  prend  çrénéralement  pour 
sens  posilif  celui  dans  k'(|uel  un  obseivaleur  suivant  le  contour  aurait  ciuislammenl  l'aire 
intérieure  à  sa  i^auche,  AlU',  sur  la  ligure).  C'est  le  sens  d'une  circulalion,  ou  il'une  rolalion, 
contraire  à  celle  des  aiguilles  d'une  nu)nlre,  ou  pareille  à  celle  des  mouvomenls  astrono- 
miques réels. 
On  remarquera  que  celle  nolion  du  signe  d;Mis  les  aires  n'a  rit>n  de  nouveau,  et  qu'elle  esl  au  contraire 
ado|)lée,  sans  qu'on  le  dise,  dans  l'enseignement  le  plus  élémentaire.  In  Trigonométrie,  par  exeniple,  on  ne 
saluait  avancer  d'un  pas  sans  la  convention  >ur  les  signes  des  angles  ou  des  arcs  ;  or,  les  nombres  <|ui  mesurent 
les  angles  ou  les  arcs  n'étant  autres  (|ue  ceux  (jui  mesurent  les  doubles  secteurs  circulaire"^  corresportdanU,  dans 
un  cercle  de  rayon  un,  on  voit  bien  (|iu'  la  (onvenlion  dont  nous  parlons  esl  implicilemenl  adnuse.  l.n 
coordonnées  polaires,  il  en  esl  de  même.  I.l  c'est  justement  pour  être  d'accord  a\ec  les  conventions  adoptées  en 
Irigonomélric  et  dans  l'emploi  des  cooi  données  polaires,  que  nous  avons  choisi  le  sens  posilif  des  aires  comme 
nous  l'avons  dit  plus  liant. 

2"  T/i:'-ori.'nif  ^/nierai  sitrl'cnrrd'nn  iioli/i/Diu-.  —  ( '.e  Ile  co  n  vent  ion  ad  mise,  il  s'ensuit  (|  ne  l'aire  d'un  polygone  fermé 


t;i; 
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AliC.l.iH.mt  iv|.iési'nlée  par  (AHC.L)  on  aura     ABC...L)  =  (BC...LA)  =•••  =  —  (L...CBA)  =  ••   =  —  (AL...CB). 
Kn  parliruliiM-,  pour  un  triangle  :     (ABC)  =  ^BCA)  =  (CAB)  =  —  (CBA)  =  —  (BAC)  =  -  (ACB). 
Or,  un  Iriantîle  ABC  élant  donné,  si  l'on  prend  un  point  S  à  l'intérieur,  on  a 

(ABC)  =  (SAB)  4-  (SBC)  +  (SCA)  ; 
et  si  l'on  renumiuo  que  le  point  S  venant  à  franchir  l'un  des  côtés,  l'une  des  trois  aires  du  second  membre  change 
de  siu'ne,  on  n'a  pas  de  peine  à  constater  que  colle  relation  est  générale,  pour  toute  position  du  poinl  S  sur  le  plan. 
On  voit  de  même,  plus  généralement  encore,  que  l'aire  d'un  poly (jonc  plan  quelconque   ABC.  .  A.,  prise  dans 
le  sens  indiqué  par  les  lettres,  a  toujours  pour  expression 

(SAB)  +  (SBC)4-  ■■•  4-(SLA), 
S  étant  un  point  arbitraire  di(  plan. 

3°  Mrr  il' un  (ridmjh'.  —  Soient  (oj,  b^),  (a^,  60)  les  coordonnées  de  deux  points  Ai,   A.  rapportés 

aux  axes  OX,  OY  ;  considérons  Taire  du  triangle  OAjA..  En  prolon- 
geant la  droite  AjA^  jusqu'à  la  rencontre  des  axes,  eu  P,  Q,  il  est  bien 
évideul  (lu'on  a  toujours,  en  grandeur  et  en  signe, 

PQ  ■ 

alors     (OPQ)  =  —  =t?  sin  0  ,      et 


(OPQ) 

Posons     OP  =  -ï ,      OQ  =  p  ; 

A.A,  _  a,  -  a. 

ic 

PQ    -         a               ^°' 

(OA.A^)  =  —  sin  0.[i(a,  — a^). 

|3(a,  -  a,)  = 

«1      Ih 
a,     h, 

• 

(OA.A,)=lsii 

1  0 

a, 
a. 

/a 

Mais  ou  a 
d'où 

Par  conséquent, 

Si  on  considère  un  triangle  A:)A,A^,  dont  le  sommet  A3  aurait  pour  coordonnées  a.,,  b^,  le  résultat 
précédent  donne  immédiatement 

«1     II 


(AaA.A,)  =  (A,A,A,)  =  —  sin  0 


«1  —  «3       bi  —  bi 
(12  —  a,       bi  —  63 


1 


in  0 


a,     b,     1 
a,     b,     1 


formule  identique  avec  celle  qui  est  donnée  en  général,  à  cette  seule  dill'érenco  près,  qu'elle  ne  présente 
pas  de  double  signe,  et  quelle  est  toujours  exacte,  en  signe  aussi  bien  qu'en  grandeur. 
On  y  arriverait  aussi  en  écrivant 


A.A.Aj)  =  ^OA.Aai  +  (OA2A3)  +  (OA3A,)  =  i-  sin  0  r    "'     /' 


4- 


«2         /a> 
«3        /^3 


^'3       b:i   11 

fi\      b,  \_\ 


4°  Ain-  d'un  jinhjijonc  —  Pour  uu  polygone  A,Ai...A„,  les  coordonnées  de   \k  étant  «a,  />/..,  on 
aurait  de  la  même  manière 


l     .       (I  "1 
A,A....A„    -^  —  s  nO 


a,     b. 
<h     b. 


<in      b„ 
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SUR    UN    THEOREME    D'ALGERRE 

par    iM.  X.  ANTOMAIII. 


Théorème.  —  Soit 

Ui-i-i,,-\ \-u„-\ (1) 

une  série  à  lerme-'i  positifs  convergente  et  ayant  pour  somme  S.  Soit,  (C autre  part, 

ï  =  r,  +  U2+ hr„ 

la  soi/iDie  de  n  nombres  positifs  tels,  qu'à  partie-  d'un  certain  ramj,  chacun  d'eux  soit  une  fonction  de  n  croissante 
en  même  temps  que  n  et  inférieure  au  terme  correspondant  de  {\). 

Si,  quand   n  croît  indéfiniment,  choque  terme  de  ■s  a  pour  limite  le  terme  correspondant  de  la  sirie  (1),  la 
somme  t  à  une  limite  égale  à  S. 

Soit  p  un  nombre  entier  et  positif.  Si  Ton  désigne  par  Sp   la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (1) 
et  par  l\j,  la  somme  de  ceux  qui  suivent,  on  peut  poser 

S    =    S/,  +  R;„ 

et,  puisque  la  série  (I)  est  convergente,  on  peut  calculer  p  de  telle  sorte  (jue  l'on  ait 

K„<f 

£  étant  un  nombre  positif  donné. 

Prenons    n  >  p,     et  posons  aussi 

en  désignant  par  gj,  la  somme  des  p  premiers  termes  de  s  et  par  p^,  la  somme  de  ceux  qui  suivent. 
On  en  déduit 

S-.  =  S,-^,  +  R,,-p,;  .  (-2^ 

mais,  sans  restreindre  le  raisonnement,  on  peut  supposer  que  les  termes  de  -  soient  inférieurs  aux  termes 
correspondants  de  la  série  (1)  à  partir  du  terme  v^,.  On  aura  alors    o^,  <  R;,    et,  par  suite, 

2î 
^i>  —  ?i-  <  -f 

puisque  Y{p  est  inférieur  à  ^^ 

Supposons  alors  que,  p  restant  fixe,  n  croisse  indéliniinent  ;  cliaque  terme  de  s,,  ayant  pour  limite  le  terme 
correspondiint  de  S;,,  et  p  restant  fixe,  on  a 

lim   7y,  =   Sy, . 

On  peut  donc  trouver  un  nonii)r(!  N,  i)arn)i  les  nombres  supérieurs  à  p,  tel  (pie  l'inégalité    n  >  N     entraîne 
l'inégalité 

ls,-..|<f 

Donc  en  j)reiiaiit    n  >  N,     on  aura  toujours 

ce  ([iii  montre,  en  vertu  de  la  définition  de  la  limite,  (pic  r  a  une  liniile  égale  à  S. 

/         x\"' 
Applicîilion.  -    Cimsidi  riiiis  1  cxpicssion        (  1  +  —  l'I  Miiumsuns  ,r  iio>itil  et  m  entier  cl  positif.  Si  Ion  compino 

/          x\  "■ 
cliiKldi^  terme  (1(1  (lexcldiipciiieiil  de        (  '  -1 )         '"i  li'i'inc  eorrc.spoiidanl  de  la  sci'it» 

.    ,  .!•        .1-^  .(• 

on  eonslMte  (|iie  l'on  se  Irodve  evaetenient  dans  les  conditions  dn  llu'orime  di  looiili c  [ijn-.  Ii.iiil.  dn  a  donc 

l.im    (l-i-^)     =A^.r,. 

(|(iaMd  .(■  es!    iiosilil'cl  <|iie    )(/  croil  indi  liniiiieiil  par  valeurs  cnli('ros  et  positives. 

Le  cas  oi'i  .r  est  ii(''natit'  se  rarnèiic  an  in(''iiic  llii'nrrnic  ;  mais  noiis  laissmis  an  Ici  leur  le  soin  de  le  diinonlrer. 
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372.  —  Jùatil  données  dntx  di'oilcs  OA,  OB  cl  un  point  1';  aulour  de  ce  jxhuI  on  fait  tourner  un 
amile  droit  dont  les  côtcn  rencontrent  OA  et  OH  en  C  et  D. 

/°    Troucer  l'envelop})'-  de  la  droite  (11). 

'J°  Cette  enveloppe  est  une  coniip(e  S.  Trouver  le  lieu  des  points  P  j)onr  lesipiels  la  coniijne  S  est  une 
hyperbole  équilatère. 

.'i'  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  0  j>ar  rapport  n  la  eonique  S  quand  le  point  P 
décrit  une  droite  donnée,    ^. 

V  Pronoiis  pour  a\es   de  coordonnées  les  deux  dioitcs  données    OA    et  OB,  et  désignons  par    0 

l'angle  des  directions  positives  Ox  et  0//  choisies  sur  ces 
droites,  par  a  et  p  les  coordonnées  du  point  P.  On  peut  tou- 
jours faire  en  sorte  que  0  soit  aigu  ;  nous  supposerons  que 
cela  soit. 

Représentons  alors  par  ux  -^  vy  -\--  w  =  0  l'équation  de 
la  droite  CD,  et  formons  l'équation  aux  coedicients  angu- 
laires des  droites  qui  joignent  le  point  P  aux  doux  points 
C  et  D.  Pour  cela  portons  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  point  P  ;  l'équation  quadratique  des  axes  devient 

(.r  +  a)(y-Hp)-0, 
et  réquation  de  la  droite  CD, 

ux  H-  vy  H-  P  =  0, 

en  posant  P  =  i/a  -|-  v^  +  w.  Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  former  une  combinaison  homogène  de  ces  deux 
équations  pour  obtenir  l'équation  quadratique  des  rayons  PC  et  PD  ;  cette  combinaison  est 

V-xy  —  r{^x  -+-  oLy)[ux  -{- vy)  -h  a.^{ux  -hvyY  =  0. 

En  exprimant  que  ces  deux  droites  sont  rectangulaires  par  la  condition  qui  s'écrit  habituellement 

A  +  C  —  2B  cos  0  =  0, 
on  obtient 

aP(M-  -t-  v-  —  '■hic  COS  0)  —  i'jLu  -f-  ^y  -f-  w)['^u  -+-  xv  -+-  iv  cos  0)  =  0.  (1) 

Telle  est  l'équation  tangenlielle  de  l'enveloppe  cherchée.  Cette  équation  représente  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  deux  points 

iu  -h  py  H-  ir  —  0,  »,it  +  XV  H-  w  cos  0  =  0; 

le  premier  de  ces  points  est  lo  point  donné  P  ;  le  second  est  sur  un  rayon  issu  du  point  0  et  symé- 
trique de  OF^  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy  ;  cette  conique  est  d'ailleurs  tangente  aux  deux 
axes,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

2"  Cherchons  le  centre  et  les  tangentes  issues  de  ce  point;  ce  seront  les  asymptotes,  cl  en  expri- 
mant quelles  sont  rectangulaires  la  (pioslion  proposée  sera  résolue. 

Or  le  centre  a  pour  équation     --  ~  (),     (ju 

dw 

(x  cos  0  H-  '^)u  -+-  (^  cos  0  -h  a)y  -h  tw  COS  0  =  0; 
en  jui;:;n.int  celle  équiUon  à  l'éfiuation  (1)  on  aura  les  deux  asymploles.  Il  sul'lil  d  elimmor  le  entre  ces 
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deux  équations  pour  avoir  Ips  coefficients  angulaires  ;  on  obtient  ainsi 

4af5  cos  Û(m2  _j_  v^  _  <'2iw  cos  0)  4-  [f'^t  cos  0—  Su  4-  (3  cos  0  —  %]v^  =  0. 

Les  coefficients  angulaires  sont  les  valeurs  de    — -  •      par  conséquent  la  condition  d'orthogonalité 
est  ici,   A,  C,  2B   désignant  respectivement  les  coefficients  de  u-,  r-,  mi', 

A  +  C  +  2B  cos  6  =  0, 
ou 

(a  cos  0—  ^)2+(P  cos  0  —  a)2  4- 8ap  cos  0  +  2  COS  0[(a  COS  0— p)(^  COS  0  —  a)  —  4a3  COS^  0  =  0, 
OU  a'  +  P'  +  6ap  COS  0  =  0. 

Cette  équation  représente  le  lieu  demandé  ;  on  voit  de  suite  qu'il  se  compose  de  deux  droites  pas- 
sant à  l'origine. 

Il 
Remarquons  en  passant  que  si  l'on  se  reporte  à  l'équalion  du  second  degré  qui  donne     —  ^     on 

exprimera  que  la  conique  S  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  en  exprimant  que  le  discriminant  est 
positif  ou  négatif.  Or  ce  discriminant  est 

A'4  cos  0  sin^  0(a»  +  3-  +  2a?  cos  0)  ; 

il  est  donc  positif  ou  négatif  en  même  temps  que  «p  ;  par  conséquent  si  le  point  P  est  dans  l'un  des 
deux  angles  aigus  formés  par  les  droites  données,  la  conique  S  est  une  ellipse  ;  sinon  c'est  une  hyper- 
bole ;  si  le  point  P  est  sur  l'un  des  axes,  la  conique  se  réduit  à  deux  points. 

3°  Si  l'on  exprime  que  le  pôle  de  la  droite  w,  i\  lo  par  rapport  à  la  conique   S    est  le  point  0,  on 
obtient  les  deux  équations  suivantes  entre  w,  u,  tv  : 

an  av 

ou  2aj3(M  —  V  cos  0)  —  a(j3M  +  au  4-  IV  COS  6)  —  ^{xii  -f-  '^v  -+-  w)  =  0, 

2ap(u  —  u  COS  0)  —  P(  Pw  H-  ^0  -h  IV  cos  0)  —  «(au  +  ^c  -+-  ir)  =  0. 

Il  faut  y  joindre  l'équation 

aa  +  i03H-  c  =  0, 

qui  exprime  que  le  point  P  parcourt  une  droite  donnée,  et  éliminer  a,  3  outre  ces  trois  é([uation>;.  Or 
les  deux  premières  peuvent  s'écrire 

2xpy  cos  0  +  (a^  +  jB'^jy  -\-  w{^  cos  0  H-  p)  =  0, 

2apî<  cos  0  +  (a2  +  |i2)»,  +  ir[^  COS  0  -{-  a)  =  0  ; 

en  mulli[)lianl  la  première  par  n,   la  seconde  par  r,   et  refraiiehaut.  on  oliticnt 

ii{oi  cos  0  4-  P)  —  y(p  cos  0  4-  a)  =  0, 

«  P 

(ni  = : 

?/.  —  n  cos  0        V  —  (/  cos  0 

tenant  compte  de  la  r(dation     aa  -t-  />p  -i-  c  --  0,     on  a  de  suite 

a  [i  — C 


"  —  V  cos  0       u  —  H  cos  0       au  4-  /■"'  —  cos  ^{nv  4-  hu) 
Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  valeurs  daiis  run(»  des  (M|ualions  du  second  degré  «mi    t.  3.  par  exemple 
dans  la  i)reinière,  pour  obtenir  l'enveloppe  cherchée  ;  on  obtient  ainsi 

2c  cos  0(jt— r  C(ts  0)(r— n  cos  0)-t-r|(»— r  cos  0)''4-(r— i/  cos  0)*j— <r  sin*  0[^a»/4-/>r— cosO|^ai;4-Au)j  =  0.     (3) 

C'est  rè(|uati()n  tangontielle  d'une  parabohv 
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Solution  géométrique. 


Les  iliMix  ruNoiis  PC  cl  1M>  l;iis;iiil  ciilrt!  eux  un  aiiult'  CKiisl.iiit  (liMiivciil 
lieux  faisceaux  lutuu)j,Ma|)hi(|ues  ;  donc  les  séries  ('.  et  D  Iracécs 
sur  OA  et  sur  01!  sont  lionioi:ra|)hi{|ues  ;  par  suite,  la  droite  (U), 
(|ui  joint  deux  points  correspondants,  enveloppe  une  conicpu*  tan- 
gente aux  droites  OA  et  01». 

On  aura  les  points  de  contact  de  ces  droites  avec  la  conifiue 
en  ehercliant  ce  (pie  deviennent  les  points  C  et  1)  (piand  la  droite 
nio!)iIe  se  couche  sur  OA  ou  sur  OU,  c'est-à  dire  en  élevant  au 
|>()inl  I*  \ine  perpendiculaire  à  01^  ;  la  droite  AU  ainsi  ol)lenueest 
donc  la  polaire  du  point  0. 

Les  tangentes  à  cette  conique  issues  du  point  P  sont  les  rayons 
doubles  des  faisceaux  PC  et  PD;  ce  sontdonc  les  droiles  isotropes, 
cl  le  point  P  est  l'un  des  foyers. 

On  aura  le  centre  de  cette  conique  en  ehercliant  les  lani;enles 
parallèles  à  OA  et  à  OU,  c'est-à-dire  en  menant  par  le  ])oint  P  les 
angles  droits  ayant  un  côté  parallèle  à  OA  ou  à  Olî  et  prenant  à  chaque  fois  l'intersection  de  l'autre  côté  avec  la 
secoiule  droite  OB  ou  OA.  On  obtient  ainsi  KG  et  FG,  et  la  conique  S  est  inscrite  dans  le  paraliélogramnie 
OFGL  ;  son  centre  w  est  donc  le  centre  de  cette  figure.  L'axe  focal  est  la  droite  wP.  D'ailleurs  le  point  0  appartient 
à  la  directrice,  puisque  la  polaire  de  ce  point  passe  au  foyer;  la  directrice  est  donc  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  0  sur  Po. 

Cette  conique  est  une  ellipse  si  le  point  P  est  compris  entre  deux  tangentes  parallèles,  une  hyperbole  dans 
le  cas  contraire  ;  donc  si  le  point  P  est  dans  l'un  des  angles  aigus  formés  par  les  deux  droites,  la  conique  est  une 
ellipse;  sinon,  c'est  une  hyperbole.  Celte  conique  se  réduit  à  deux  points  quand  le  point  P  est  sur  l'une  des 
droites  OA  ou  OU. 


2»  Soit  01  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  droite  Pw.  Celte  droite  est  la  directrice  relative  au 

foyer  P.  Pour  que  la  conique  S  soit  une  liyperbole  équilatère,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  direclrice  tombe  au  milieu  de  V">,  c'est-à-dire  que 
OP  =  Oio. 

Mais  si  celle  relation  a  lieu  pour  une  position  du  point  P,  elle  aura 
lieu  pour  toutes  les  positions  de  ce  point  sur  le  rayon  OP,  car  lorsque  P 
parcourt  un  rayon  passant  au  point  0,  la  figure  précédente  se  déforme 
homothétiquemenl  par  rapport  au  centre  0,  et  OP  reste  égal  à  Ow,  si 
cela  a  lieu  une  fois.  Donc  le  lieu  se  compose  de  droites  passant  au 
point  0. 

Pour  avoir  le  nombre  de  ces  droiles,  il  suflit  de  chercher  combien 
'I  y  a  de  points  P  .sur  une  perpendiculaire  PE  à  OA.  Or  quand  le  point 
P  se  meut  sur  PE,  le  côté  FG  du  parallélogramme  OECE  se  déplace 
parallèlement  à  OVj,  les  autres  restent  fixes.  Les  deux  points  P  et  F 
décrivent  alors  deux  séries  semblables  sur  les  droites  PE  et  OA  ;  les 
deux  points  F  et  G  décrivent  deux  séries  égales  sur  OA  et  sur  EG,  et 
les  points  w  et  G,  deux  séries  semblables  sur  une  droite  ti  parallèle  à 
0.\,  équidistanle  de  OA  et  de  EG,  et  sur  EG.  Donc  les  deux  points  to  et  P  décrivent  deux  séries  semblables  sur 
H  et  sur  EP,  cl  la  droite  oP  enveloppe  une  parabole  tangente  à  u  et  à  EP.  Le  milieu  l  de  ojP  décrit  donc  une 
droite  A  lançenle  à  celle  parabole,  et  qui  est  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  foyer 
(\ti  la  parabole  au  point  de  concours  de  u  et  de  El\  Soit  K  le  point  à  l'infini  de  <oP.  Les  deux  points 
I  et  K  tracent  deux  divisions  homographiques  sur  la  droite  ^  et  la  droite  de  l'infini,  puisque  ce  sont  deux  tan- 
gentes à  la  parabole  et  que  IK  est  une  tangente  mobile  à  cette  courbe.  Enfin  en  appelant  K'  le  point  où  la 
normale  à  Poj  rencontre  la  droite  de  l'infini,  on  sait  que  les  deux  points  K  et  K'  divisent  harmoniquemenl  les 
points  circulaires  ;  ils  décrivent  donc  deux  séries  homographiques.  Donc  la  perpendiculaire  élevée  sur  ih<>  en  son 
milieu  I  enveloppe  une  autre  jiarabole.  En  menant  du  point  0  deux  tangentes  à  celte  jiarabole,  on  aura  deux 
positions  pour  01;  il  y  a  donc  deux  points  P  cpii  ré|)ondent  à  la  question,  et  le  lieu  demandé  se  compose  de 
deux  droites  qui  pas.sent  au  point  O. 


3"  nn!i"<l  '•'  l'oiiit  I*   décrit  une  droite  quelron(|iie  A',   l.i  polaire  du   point  0   par  ra|)port  à   S,   AU,   reste 
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toujours  perpendiculaire  à  OP.  Donc  elle  enveloppe  une  parabole  dont  le  foyer  est  le  point  (t  et  la  tangente  au 
sommet,  A'. 

Solutions  justes  :  MM.  V.  ISkutrand  (Douai)  :  Bam.i.y  (Dijon)  ;  G.  Mai.tinet  (Toulouse)  ;  P.  Hostalot,  H.  Marette  (lycée  Condorcel). 

Nous  avons  roru  d'autres  solutions  iufoiniilélcSj  dont  nous  ne  faisons  pas  mention. 


PHYSIQUE 


275. —  Une  sphère  de  verre,  de  rayon  a,  est  jjercée  d'une  cavité  spltérique,  concentrique,  de  rayon  b, 
remplie  de  mercure.  Un  point  lumineux  est  placé  extérieurement  à  une  distance  D  du  centre.  On  demande  : 

1  °  D'étudier  la  marche  des  rayons  centraux  ; 

2°  De  distinguer  les  différentes  régions  que  les  rayons  marginaux  éclairent,  soit  par  transmissioii,  suit 

par  réflexion  sur  le  mercure. 

On  examinera  l'influence  de  la  dispersion . 

[École  normale  supérieure,  1893.) 

l"  Soit  PlKJ/r  un  rayon  central.  Los  directions  du  rayon  incident  cl  du  rayon  émergent  sont  éjra- 
lemont  inclinées  sur  la  droite  OK  et  se  coupent  en  un  point  m  de  cette  droite  qui  est  le  conjugué  de  K 
par  réfraction  dans  la  surface  AIL.  Donc  la  distance   Om   est  constante  et  les  rayons  émergents  se 


Cduiiiorlenl  connue  s'ils  s'étaient  rcWlécliis  sur  un  miroir  convexe  niM  dont  \c  sonmiiH  N(  est  conjugué 
du  point  15  par  réfraction  dans  la  surface  de  la  sphère  de  viuie  ;  ciMli^  conclusion  est,  d'aillems,  une 
conséquence  de  la  théorie  géiu'^rale  des  syslém(>s  caladioplrifpn's.  On  v\\  dcdnil,  en  appidanl  h  l'indice 
du  verre, 


OM  = 


nah 


a  -\-{n  —  i)h 

L(>  point   M   est  toujours  situé  cnlrc   A   rt    !»  ;  le  foyer  F  est  entre   H  et   0  si   n  fsl  plus  [nMil  qut>  -J. 
ce  (pii  a  lieu  pour  le  verre. 

2"  i-'aisons  mainlcnanl   lourncr  le  layon    IM    autour  du   point    V   v\\  riCarlanI  progrcssivenionl  de 
l'axe  ;  \c  rayon   LT  louru(>  en  sens  oontrairt'  et  rancir   Vnil'  angmtniliv  Les  rayons  qui  se  rélléchissent 


OUESTIONS   imsËES   MX   EXAMENS   ORAUX 


ainsi  mit  If  intM'Curc  nul  iiour  liiiiih'  1(^  rayon  IMIDR,  lan,::(Mil  à  la  splirrc  inli'rionro  ;  raiiiile  d'incidence 
correspondant  sni'  la  splirn^  di'  verre  est  donné  par  la  relation 

.     .  /' 

sin  /.•  =r  //  -, 

(l 

ce  i|ui  exifïe 

a 

z>"- 

Vn  calcul  facile  montre  que  la  dérivée  de  l'angle  PmT  par  rapport  à  l'angle  API  devient  infinie 
pour  cette  position  limite  ;  il  en  résulte  (jue  réclairenieni  produit  |)ar  les  rayons  réllécliis  est  uni  dans 
la  direction  DR. 

L'incidence  continuant  di^  croître,  le  rayon  transmis,  qui  ne  rencontre  plus  le  mercure,  continue 
de  tourner  dans  le  même  sens  et  tend  vers  la  position  limite  SU  correspondant  à  un  rayon  incident  PII, 
tangent  à  la  sphère  de  verre. 

L'éclaircment  produit  parles  rayons  transmis  est  tini  dans  la  direction  DR  ;  il  s'annule  dans  la  direc- 
tion SU,  tant  à  cause  de  la  vitesse  de  rotation  du  rayon  émergent,  que  par  suite  de  l'accroissement  des 
pouvoirs  réilecleurs  aux  points  d'incidence  et  d'émergence. 

3"  L'angle  /r  croit  avec  l'indice  ;  il  est  plus  grand  pour  les  couleurs  plus  réfrangibles,  et  si  PCDIl 
représente  le  rayon  limite  pour  le  rouge,  le  rayon  violet  aura  une  direction  lelh^  qxu)  PEGV.  11  en  résul- 
tera donc,  sur  un  écran  placé  à  une  dislance  assez  grande,  un  halo  circulaire  bordé  de  rouge  à  l'intérieur. 

Si,  pour  une  position  déterminée  du  point  P,  le  rayon  de  la  sphère  intérieure  augmente,  les  direc- 
tions DR  et  OV  se  rapprochent  de  la  direction  SU  ;  le  halo  grandit,  devient  moins  lumineux,  et  dispa- 

,  a 
rait  quand  y  =  n. 

Si,  pour  une  valeur  déterminée  de  ô,  le  point  P  s'éloigne  ou  s'approche,  les  trois  directions 
DR,  GV  et  SU  tournent  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre  ou  en  sens  inverse.  On  conçoit  donc 
que  ces  directions  puissent  passer  au-dessus  de  l'axe  PO,  au  lieu  d'être  au-dessous  comme  elles  sont 
indiquées  sur  la  figure  ;  le  halo,  dans  ce  cas,  sera  bordé  de  rouge  à  l'extérieur  et,  d'ailleurs,  plus  ou 
moins  lavé  de  blanc. 


G.  R. 


-♦- 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Ecole  polytechnique  ')  (1894). 

AL(;i:iiiii': 

201.  —    Calculer  le   nombre  e  à    77^;     P''ès.  (F-) 

202.—  On  suppose  que  lequation    f{x)=.Q    a  toutes  ses  racines  réelles;  on  considère  l'équation    "77^=  *^-   Démontrer 

que  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles.  (C.) 

203.  —  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (|u'une  série  soit  convergente  est  ([ue  la  somme  des  p 
termes  qui  suivent  le  n"  tende  vers  0,    p  étant  aussi  grand  que  l'on  voudra.  (L) 

204.  —  Ktuiiior  I.i  fonction     y  =     .  _    ,    ■  ("•) 

205.  —  Que  peut-on  liire  des  racines  de  l'équation 

(2n  —  l).r'"*»  —  (2h  -h  l).z"'  -+-  2./-  =  0  ?  (P-) 

206.  —  Comliien  l'équation    .r'' -(- /^r -f- 7  =  0    a-t-ellc  de  racines  réelles  ?  (P-) 


'  Nous  ne  put)lions  que  les  questions  qui  ne   sont  pas  Icxtuelienicnl  des  quoslions  de  cours.  Chaque  question  est  suivie  de  l'iiiiliaic 
du  nom  de  l'exaniinatcur  qui  l'a  posée.  Nous  ne  garantissons  pas  l'absolue  auihcnticité  de  ces  questions. 
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207.  —  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 

x^  +  1 


{x^  H-  2x  -H  5j* 

208.  ~  Valeur  de    y  =  tang  x  —  x,    quand  x  tend  vers  0;  x  étant  rinûniment  petit  principal,  quel  est  lonlre  de  y? 
Sa  valeur  principale  ?  On  arrive  à  la  forme    y  ^  -^  (l  -f-  s)  ;    quel  est  l'ordre  de  s  ?  (P.) 

209.  —  Pour  appliquer  la  méthode  d'approximation  de  Newton,  est-il  indispensable  d'avoir  séparé  les  racines  ?  (C.) 

1 

210.—  La  série  dont  le  terme  général  est    m„  =  -r —    est-elle  convergente  ?  Trouver  sa  somme.  (C.) 

n(n  -1-1)  ° 

211.  —  Condition  pour  que  l'équation    ax'^  +  Zbx- +  ^cx  +  d  =  0    ait  trois  racines  réelles. 

212.  —  Calculer  la  différence  n«  de  sin.i;  [^-^ 


QUESTIONS  PROPOSEES 


389.  —  On  considère  les  coniques  osculatrices  à  un  cercle  donné  en  un  point  0,  et  telles  que  l'un  des  foyers, 
E,  soit  sur  le  cercle,  et  on  demande  : 

J°  Le  lieu  du  second  foyer,  F',  de  ces  coniques  ; 

2°  Le  lieu  de  leurs  centres  ; 

3°  L'enveloppe  des  axes  focaux  ; 

4»  Le  lieu  des  sommets  situés  sur  les  axes  focaux.  (Vasmer,  collège  Rollin.) 

390.  —  Les  normales  cà  une  quadrique  en  tous  les  points  d'une  section  circulaire  forment  une  surface  qui 
admet  une  directrice  rectiligne  et  dont  les  sections  par  des  plans  parallèles  à  celui  ili'  lu  section  circulaire  sont 
des  conchoïdes  de  coniques  et  exceptionnellement  des  conchoïdes  de  droites.  (A.  Goii.ard.) 


391.  —  Le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 

_l 1 — 

est  égal  ou  supérieur  d'une  unité  au  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans    L(/i  -\-  1 


1  I  I 

2  3  n 


(A.    C.OL'I.ARD.) 


DEUXIÈME     PARTIE 
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245.  —  Ihins  un  plan  on  diinnr  un  ci'irlr   0    île  rai/on    r   et  unr  tlnùtr  inilr/inif   OX   jxissant  juir  son 
crnirr.  //cxli-rntili;   A    d'unf  droilc   AH   ({<•  lonijui'nr  iniuirid/ilf  se  mrui  sur  la  rirconfihrtici'    0    d'un  niou- 

vi-nirnl  unifurmr  df   cilrssf  nmjttlain'  to,   pendant   <nii'   ri'xtn'milt'   B   sr 
drpldcr  sur  OX     (AB  =  n,     "  >>  >'). 

1°  '/'lonrrr  Irs  forninh's  })rrnii'lt(inl  dr  calculer  la  vil«'sse  du  poitit  B 
à  nn  inslani  donné  l'I  pour  nm'  position  donut^e  du  point  \.  {On  prendra 
pour  oritjini'  des  temps  rinslanl  où  le  point  \  est  en  .Xo"». 

2"  'trouver  l'ètptation  dont  la  résolution  ferait  connaître  la  position  A, 
occupée  par  le  point    A    lorsipie  ht  cili'sse  du  point    U    est  maximum.  Ihscuter  cette  équation. 


(U'-OMIsTRIK    HT    CINKMATIOI  K 


l'ti  tipj)i'hiiil  \,  l(t  posilii)ii  ihi  iioiiit  \  pour  luipu'llr  In  ilralh'  AH  <'sl  lainji'iili'  un  rcrch'  0,  dire  h's 
positions  rrspi'i'tirrs  des  poi)ils  Ai  rt  A?. 

Jo  f{r^i>)i<lr>'  /'rijunlion  j)récédfnle,  cl  placrr  Ir  j)oinl  A,  sur  la  rirranfrrrnrr  0,  m  supposant 
n  =  2/-. 

.Nous  prondrons  jtour  axe  dt^s  .r  posilil'  la  (U'ini-dniitc  ()B,  pour  a\c  des  //  uuo  perpendiculaire 
dirigée  ilans  un  sens  tri  (pu'  la  rotation  du  point  A  sur  le  cercle  0  s'effectue  dans  le  sens  direct 
(lie  Ox  vers  0;/). 

l"  Appelons  alors  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  mobile  A,  à  Tépoque  l  :  nous  aurons 

X  —  r  cos  (.1)1,  Y  =  r  sin  w/ 

et  X^  +  Y^  =  j-2. 

Le  triange  OAR  nous  donne  alors 

a^  =  ÔB"^  +  r'-  —  2/-()B  cos  o/, 

et,  si  n<nis  posons  a"^  =  r'^  -+-  /r,  OB  =  x, 

x^  -  2xX  —  /r=-.0; 

X  étant  posilil'  i)ar  hypothèse,  nous  déduisons  de  là 

X  =  X  + s/X'4-6-. 

Telle  est  ré(|uatioii  cpii  donne  la  position  du  point    B,    quand  on  connaît  celle  du  point    A.    On  en 
conclut  iiiimédialenient  la  vitesse  du  point  B, 

dx       ^.,  XX'  /^,       d\\ 

u  —  — -  ==  X'  4-   ,  ,  X'  =  -j-    , 

dt  v/XM=T^  V  dt/ 

X'x 
ou  V  = 


v/X^H-Zy^ 

Cette  équation  nous  montre  que  r  est  négatif  en  même  temps  que  X',  c'est-à-dire  en  même  temps 
que  la  vitesse  de  la  projection  du  point  A  sur  OX. 

2    Tour  que  la  vitesse  du  point    B    soit  maximum,  il  faut  que  la  dérivée  de  la  fonction  précédente 

soit  iiullf.  par  suite  que  l'on  ait 

X"x  H'x'  XxX"       _ 

—  u, 


x\X" 

ou  X  .r  -h  \'x'  —  — =  0. 

X-  H-  h- 

x\' 
Or  on  a  x'  =  -^= ,  X'  =  —  wY,  X"  =  —  'o^X  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  ré(|uatioii  précédente,  suppiiniant  le  facteur  r  et.  le  facteur  o-,  il  vient 
successivement 

-Y  ^'  ^^'    =n 

^^  "^  v/XM=T^      X^  -f-  h^ 


—  \[\^  H-  Y^  -I-  h')  -+-  YVX-^4-  h'  ^  0, 


—  rt^X  +  Y^/XM-T»  =  0, 
et  finalement  n'X^  =  {X'' -\- /,'),■- —  \^)- . 

Celle  équation  se  simplilie  notablement  si  on  pose     X'^ -h  h'^  =  w,     et  devient 

„3_2«2u2  +  rtV>^  =  0.  (i) 
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Los  calculs  il  faire  pour  avoir  la  position  du  point  A,  sont  donc  indiqués  par  le  tableau  suivant 

u'i  —  'ia^u]  +  a'^/r  —  0, 


(a) 


X,  =  vA<i  — //'; 

remarquons  avant  d'aller  plus  loin  que  lo  calcul  de  X,  ne  prête  à  aucune  ambiguïté,  car  l'équation  que 
doit  vérifier  Xi  est 

—  a^X.-h  Yfv/XTTP  =  0, 
et  montre  que  Xi  doit  être  positif. 

Nous  voyons  donc  que  le  nombre  cherché  Xi  doit  être  positif  et  compris  entre  0  et  /•;  par  suite  il 
ne  faudra  accepter  que  les  valeurs  de  u  comprises  entre  b^  et  a-.  Or  le  théorème  de  Descartes  nous 
apprend  (jue  l'équation  (I)  a  une  racine  négative  et  deux  racines  positives  au  plus  ;  d'ailleurs  la  substi- 
tution à  II  des  nombres  0,  a^  et  -h  x)  donne  les  signes  -h,  —  et  -t-  ;  donc  les  deux  racines  positives 
existent  et  sont  comprises  entre  0  et  a'^,  a^  et  4-00. 

La  première  seule  peut  convenir  :  elle  no  sera  acceptable  que  si  elle  est  plus  grande  que  h-,  c'osl- 
à-dirc  si  le  résultat  que  Ton  obtient  en  mettant  b^  à  la  place  de  11  est  positif;  ceci  a  lieu,  puisque  ce 
résultat  est  b\a-  — b-f.  Il  y  a  donc  une  valeur  de  «  qui  convient,  la  plus  petite  racine  positive  de 
l'équation  (1). 

Cherchons  maintenant  l'abscisse  du  point  A,.  En  appelant  a  l'angle  (pie  f-ait  OAo  avec  OX,  on  a 

immédiatement    r/  =  r  tg  y.  ;     d'où 

siu  y.        cos  y.  1 

l'abscisse  du  point  A_,  a  donc  pour  valeur 

X2  =  /'  cos  a  =: 


\la}  -h  /'" 

Pour  comparer  cette  valeur  à  Xi  formons  la  valeur  de  u  qui  correspond  à  Xo, 

w.,  =  X;  4-  b^  = !^ '-  =  , 

d^  -1-  r^  a-  +  r^ 

et  substituons  cette  valeur  à    u    dans  l'équation  (1)  ;  nous  aurons,  en  multipliant  par     (n*-hr*i'     (pii 
est  positif,  et  remplaçant    ^/- + /•-     par    ^a^  —  b^, 

n'-  —  2a"'(2a2  —  b^)  -f-  a^b\±a'  —  b'^f. 
Divisons  par  r<*,  qui  est  positif,  et  simplifions;  nous  aurons  finalement  à  reconnaître  le  signe  de 

—  aa"  -h  \()n''b'  —  12a*6*  -h  Oa-A"  —  />». 
Or  cette  expression  peut  s'écrire 

elle  est  négative;  donc    lu  >  l'i  ;     par  suite     X^  >■  X,,     et  le  point  A^  est  plus  près  de  A^  ((Ui^  A,. 

3"  Dnns  le  cas  on     a  —  'ii\     on  a     b-  --=  ."{/^     b'^  =  — -,    cl  1  ('qualion    1  ^  devient 

.    .      •5<'''' 
ir  —  '2<i-i(-  H =  0  ; 

4 

cette  é<(uation   ne  peut  admettic   i-oniine  racines   rali(»nnell(>s  (|ne  (pu'hpics-nns  des  nombres     rt  «*, 

±  — ,     zh  ,     ±:  ;^/^,     ±—-1     ±:  ' i-",lle  n'admet  aneun  de   ces   lu.iulires  comme  raeint>  ;  il 

—  4  2  1 

ne  rest(>  pins  alors  (lu'à  lui  applicjner  les  procédés  géneianx  ;  \a  nnMlimle  de   Ni>\vton  donne  en  particu- 
lier pour  valeurs  aitproeli('es  de  la  raeini»  positive  nioindie  ([ue    ii-, 

'M'  i[<i'  ,11  i 
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378.  Tnnivi'i'   ri''(juiitii>ii    ijriii'rdir   des  r(mi(/iics  l(iH'/i'iili's   à   une   ilrailr    1)    en  vu  puiiit    A,  à  iino 

droilf   D'   /tiinilli'li'  n    1),    li  à  nnc  Iroisirnir  droilr  A  prr/)rnilici(l(iirr  à   I)   ri   I)'. 

/°  Trom'i'i\  fiuir  r/iacuili'  de  ci's  co))tt/U('s,  rét/iialian  dr  hi  seconde  Uiihjenle  prirallèli'  n  A  ''/  riy/iintioii 
de  lu  corde  des  coithtcts  ncec  les  droiles   \)  cl   A. 

,?•  On  demande  dlors  le  lie}/  dit  point  de  rencontre  dn  la  tanfjo.nio,  parallèle  à  A  avec  relie  rorde  des 
contacts  et  anssi  le  lieu  du  /mini  de  contact  de  cette  seconde  tangente  avec  la  conique. 

,'io  On  ilemnnde  en  outre  le  lien  des  foijers  des  coniques  du  système  et  de  construire  ce  lieu. 

.Nous  pioiuirons  coimni'  axes  do  cuonloniiées  la  droile   1)  ot  la  perpendiculaire  à  celte  droite;  menée 

par  le  point  de  contact  A  ;  nous  désignerons  par  a  et  h  les 
distances  de  ce  point  de  contact  aux  deux  droites  donnés  A  et 
D',  et  nous  choisirons  les  directions  positives  des  axes  de 
façon  que  a  et  h  soient  l'abscisse  commune  aux  points  de  la 
droite  A  et  l'ordonnée  commune  aux  points  de  la  droite  D'. 
Nous  pouvons  écrire  de  suite  ré(|uation  générale  des  coni- 
ques tangentes  en  0  à  Oa?  ;  c'est 

Ax^  -+-  2Bxy  -+-  Cy^  —  2»/  =  0. 
11  nous  reste  à  exprimer  que  cette  conique  rencontre  chacune 
des  droites  x  =  a  et  y  =  à  en  deux  points  con- 
fondus ;  c'est-à-dire  qu'en  faisant  x  =  a  ou  y  =^  h  dans 
l'équation  de  la  conique,  l'équation  du  second  degré  en  y  ou  en  x  que  l'on  obtient  ainsi  a  une  racine 
double  ;  on  trouve  par  ce  procédé  les  deux  conditions 

0="  (B^  —  AC)  —  2Ba  +  1  =  0, 
/>(B2  — AC)  +  2A  r-  0. 
Nous  poserons  alors     B-  —  AC  =  —  ).,     et  nous  déduirons  immédiatement  de  ces  équations 


1 
1 

1 

c 

1 

D' 

1^ 

b 

.-^ 

^^ 

p 

Ml-' 

0 

a 

B 

D 

.7' 

-^•1 

A 

A  = 


bl 


B  = 


a^K 


2a 


en  portant  ces  valeurs  daii<  léquation  qui  définit  le  paramètre  X,     B^  —  AC  -f-  À  =  0,     nous  aurons  de 
suite  C, 


C  = 


{\  —  a^\Y-^\a'\        iV  +  anY 


^a^hl  2r7»/>X 

11  n'y  a  plus  qu'à  mettre  ces  valeurs  de  A,  B,  C  dans  l'équation  de  la  conique  pour  obtenir  de 
suite  l'équation  générale  demandée 


blx^  H-  2 


l  —  a'l 


xy 


[l^a'iy 


jy2  _  4y  =  0. 


[1) 


a  "  a^hl 

1°  Les  droites  parallèles  à  Oy  et  qui  touchent  la  conique  (1)  sont  celles  dont  les  équations  sont  de 
la  forme  x  =  /j,  h  étant  choisi  de  façon  que  l'équation  aux  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  la 
conique  avec  la  droite  x  =  h  ait  une  racine  double.  Faisons  donc  x  =  li  dans  l'équation  (1)  et 
exprimons  «juc  le  Iriiionie  en  y  est  un  carré  parfait;  nous  aurons  ainsi 


,,.    '    7/^4-2     /i  —  2    V  -f 

pour  équation  aux  ordonnées,  et 

Ih''  H-  ^~"'  ■  li  —  l-  0, 
a 

pour  équation  de  condition. 

Celte  dernière  érpiation  ailinrl  pour  lacincs     h  =  a     et     /(  = 


hllY  =  0, 


:•     La  tangente  a',  riarallt'de  a  a, 
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a  donc  pour  équation  a?  -4-  —  =  0.  (2) 

L'ordonnée  du  point  de  contact  est  la  demi-somme  des  racines  de  l'équation  en  ?/,  puisque  celle-ci 
a  une  racine  double,  et  Ton  a  ainsi,  pour  ordonnée  du  point  de  contact  avec    x  —  h, 

1  —  a'I  . 


2 
2/1  =  - 


lorsque     h  =  a,     on  a  j/i 


a'IA 


1  ,  h 


et  lorsque     h  = ^i  Vi        .         .,-, 

^  ak  1  -t-  a^K 

L'équation  de  la  corde  dos  contacts  d(;  la  conique  (1)  avec  les  droites  a  et  D  est  donc 

y       i/i  alik 

-  =  -  ou  y  =  x-—^-  (3) 

X        a  1  -t-  cr  A 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  de  a'  avec  la  conique  (1)  sont 

X  — :  et  7/  = •  (4) 

2°  L'équation  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  A'  avec  la  corde  des  contacts  de  D  cl  a 

i 
s'obtient  en  éliminant  X  entre     x  — ^    et  l'équation  (3)  ;  on  obtient  ainsi  très  facilement  réqualiun 

Il  [x  —  a)  +  l)x  =  0,  (o 

qui  représente  une  hyperbole  équilatcre  passant  à  l'origine  des  coordonnées  et  dont  les  asymptotes- 
parallèles  aux  axes,  sont  les  droites  x  =  a  (droite  a)  et  y  =  —  b  (symétrique  de  D'  par  rapport 
à  Ox)  ;    rien  n'est  plus  aisé  alors  que  de  construire  cette  hyperbole  par  points. 

Nous  aurons  tout  aussi  aisément  le  lieu  du  point  de  contact  de  a'  avec  la  conique  vl),  en  éliminant 
À  entre  les  équations  (i)  ;  nous  trouvons  ainsi 

ij{x  —  n)—hx  =  0,  (6) 

hyperbole  équilatère  qui  passe  ;i  l'origine  et  ijui  admet  pour  asymptotes  les  tiroiles   1)  cl  a. 

3"  Pour  traiter  la  deuxième  partie,  représentons  l'équation  de  la  conitiue  (l)  par 

f[x,  y)  =  Ax^  H-  2lixy  -+-  Cy'^  —  iy  =  0, 
et  désignons  par  a  et  fi  les  coordonnées  du  foyer.  L'éiiualion     /'(.r,  y)  =  0     pourra  s'écrire  aussi 

{x  —  ol)^-\-  (il  —  p)2  _  („.r  +  vy  -+■  ir)-  =  0, 

pour  certaines  valeurs  d(>  c,  r,  iv,  et  l'on  dt^vra  pouvoir  trouver  un  nonihre  K  le!  que  l'idonlilé 
suivante  ail  lion  ; 

/'(.r,  y)  =  K[{x  -  a)^  +  (y  —  '^r  —  ('^f  +  vy  -H  «')"]• 

ou,  ce  ({ui  revient  au  mi'-me,  tel  (jue  /"(a:,  y)  —  \\[{x — a)"  4-  [y  —  p)^]  soit  idi'nli(|Ui'  à  un  carré  parfait. 
Le  calcul  indiipn'' s(!  fera  très  sim|)hMnt'nt  (Ml  remphKjant  .»•  et  7  pai'  .r-t-a.  y -{- '6,  et  idenlilianl  le 
jircniier  membre, 

(A  —  K)j.'-'  -h  2Bj//  +  (C  —  K)î/'^  +  ï>(.Va  -h  |{p)a-  H-t>^Ba  -4-  C?  —  2)j/  -h  A«,  ?), 
avec  le  carre'' d'une  fond  ion  linéaire     ux  -\-  l'y  -\-  ir.     On  trouve  ainsi 

A  —  K  —  ir.  Il    -  in\  t", —  K  --  i'*, 

Aa  -t-  l{[î  =  uii\  lia  -t-  03  —2  =  ci(\  ^ï.  p)  =  H-», 

et  (le  là  on  déduit,  par  des  combinaisons  faciles, 


7S 
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(\-K)/-(a,  p)-(AaH-Bp)^r=(), 

(C-K)A«,P)-(Ba  +  Cp- 2)^=0, 

H/-(a,  p)  —  (Aa  -h  BPKl^^  -+-  f^'P  —  2)  =  0  ; 

eu  ivliaïu'lianl  les  tU'u\  piviiiièrcs  l'uno  do  raiilro,  on  a  linalcmont  les  deux  é([ualiuns 

(A  -  C)f{oi,  p)  +  (Ha  +  C-i  -  2)^  -  (Aa  +  BP)2  =r.  0, 

B/"(a,  [i)  —  (  Aa  +  Bp)(Ba  H-  Cp  —  2)  r=  0, 

([u'il  l'andia  simplilior  d'abord,  puis  imiIio  les([U('llos  on  dovia  cliniincr   À.    Ces  deux  équations  sinii)li- 

liéos  sonl 

(B^  —  AC)(a^  —  p-^)  —  -iBa  _  /lAp  +  4  =  0, 

(B-  —  AC)ali  -h  2Aa  —  2Bp  =  0. 

Il  n"y  a  plus  qu'à  remplacer    A,  li,  C    par  les  valeurs  qu'on  obtient  en  comparant     /'(.r,  y)  =  0 

avec  l'équaliou  (1),  cl  l'on  a,  après  de  légères  simplilications, 

1  —  a^l 


À(a^'  —  fii")  4- 


H-iÀ^—  1  =  0, 


2XaS  —  /Aa 


i—a'l 


8  =  0. 


L'élimination  de    À   entre  ces  deux  équations  est  immédiate  et  donne  l'équation  du  lieu  cherché, 

P(a2  -I-  !52)  _  ^a2  _  2aap  —  0^^  +  n/j%  H-  a^fi  r^  0.  (7) 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  remarquons  que  l'équation  (7)  peut  s'écrire 

p2(|5  _  h)  -f-  (a  —  a)[P(a  —  a)  —  /ya]  =  0. 
Construisons  alors  les  droites    [i  — 6  =  0,     a  — a  =  0    et  l'hyperbole     p(a— a)  —  èa  =  0,     c'est- 
à-dire  les  droites  D',  a   et  l'hyperbole  (6)  (ces  éléments  sont  représentés  en  pointillé  sur  la  figure)  ; 

nous  voyons  de  suite  que 
dans  les  régions  hachurées 
il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe.  D'autre  part  la 
courbe  passe  à  l'origine  et 
y    admet     pour     tangente 


a  S 

(--—  =  ();     elle  admet 

a         b 

pour    asymptote    la    droite 

^  —  b  =  Q    ou  ly  ;  elle  est 

tangente  à  la  droite  a— a=0 

ou  A  au  point  B  et  la  coupe 

au  point  C.  Sa  forme  résulte 

de  toutes  ces  remarques. 

11  y  a  d'ailleurs  deux  vé- 

rilications  importantes  :  la 

première  s'obtient  en  chcr- 

cliant    la     position     de    la 

courbe  par   rapport  à   son 

asymptote        p  —  b  —  0  ; 

ci.tinuic     l'éipialiin»     de    la 


courbe  donne 


'p-h  = 


a(a  — a)-hfi^ 
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nous  voyons  de  suite  que  si  a  =  -h  x  ,  p  étant  voisin  de  h,  ^  ~h  est  infiniment  petit  et  positif, 
et  que  si  a  =  — go,  p  — 6  est  infiniment  petit  et  négatif;  la  seconde  vérification  s'obtient  en 
coupant  par  des  droites  passant  à  Torigine,  en  formant  l'équation  en  coordonnées  polaires  :  on  trouve 

de  suite 

p^  sin  (o  —  [h  +2a  sin  w  cos  ojjp  +  a[h  cos  w  4-  a  sin  w)  =  0, 

et  la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  en  p  est    Ir  —  4a-  sin''  oj  >.  0;     elle  donne 


sin  (0  I  < 


v/^- 


Tous  ces  résultats  concordent  avec  la  forme  adoptée. 

Remarque.  —  Les  lecteurs  habituels  de  la  première  partie  pourront  traiter  aisément  ce  problème  à 
Taide  des  coordonnées  tangentielles. 

Sululion  par  les  coordonnées  tangcnticUos  ;  M.  P.  Hosïalot  (celte  solution  contient  quelques  erreurs). 

Autres  solutions   (toutes   incomplètes)  :   MM.  F.  l'ÉGoitiEa  (rci)étiteur  au   collège  de  Celte)  ;  Gaucheuv  (Moulins)  ;  Henri  1!o.n.\a[id, 
lycée  de  Bordeaux;  G    Mahtixet,  lycée  de  Toulouse;  G.  A.  I'ouim.iaut. 


CONCOURS  DE  1894  (Suile) 


École  des  Mines  de  Saint-Étienne. 


Mathématiques . 
I.  —  392.  On  donne  les  deux  expressions 

P  =  -7 ax''  -\-  xAa- ^  1  -\-x^  (6a  —  1  )  —  x{w-  —  4rt) 


On  sait  en  outre  que  P  est  divisible  par  x —  1  —  ^/.{.  a  est  un  nombre  entier  ou  iVaotionnaire,  positif  ou 
négatif. 

On  demande  : 

1°  De  pousser  aussi  loin  cpie  possible  la  résolution  de  récjualion     P  =  0  ; 

2"  De  j)ousser  aussi  loin  (pie  possible  la  résolution  de  IVqualion     (J  =  0; 

3"  De  construire  les  racines  de  l'équation     P  —  Q  =  0; 

4°  D'étudier  les  variations  des  racines  de  P  —  Q  =  0,  lorsque  «f  prend  toutes  les  valeurs  ipid  [umiI  luctiiln' 
entre     —  00     et    -1-  00  . 

Observer  soigneuseincnl  l'oniro  cl  U\  iuiiiirriil;i|;('  iuloidrs. 

Il, —  Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  cpiadrilatère  inscriplible  AUC.D,  dont  on  connaît  : 
*  AR  =  T'J^.olS,   .  lU'.  ==  212"°,048,  7^1^0  =  60", 


U'.n  =  oi'^tT'Ii'oO. 


m.  i'.lant  donné  un  cylindre  de  révolution  |Mrallèle  à  la  ligne  île  terre, 
délernnner  son  intersection  avec  un  Irièdre  dont  le  sommet  se  trouve  sur  la 
généralriee  ruhninante  du  cylindre,  dont  une  faee  est  parallèle  à  la  ligne  do 
terre,  lu  seconde  f;ice  per|)cndieulaire  a»i  plan  vertical,  et  la  Jr«>i«;icme  ipudeonque. 
Dans  le  dessin  ei-eoulre,  le  trièdre  est  représenté  |tar  la  pyrami»le  S.Mli'.. 

I5e[)réseuter  à  part  le  solide  commun  ;  rabattre  ses  trois  faces  planes  el  ileve- 
lopper  sa  faee  cylindri([ue. 
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OUKSTiONS    I'I(01>()S1-:KS 


Physique  et  Chimie. 

393.  On  coiisidt'io  un  coïKliiclour  reoliligno  CI),  mobile  autour  de  son  milieu  0,  et 
tluiil  les  exlii'iiiilés  paicourt'iil  uti  coïKliicteur  circulaire  de  même  métal  et  de  même  section, 
dont  le  centre  estau  point  (>.  lui  ilciix  puinls  A  et  B  du  conducteur  circulaire  sont  fixés  les  deux 
iils  issus  (les  polos  d'une  pile  I*.  On  donne  : 

Le  diamètre  CD  =  d  du  conducteur  circulaire.  Sa  résistance  par  unité  de  longueur  sera 
prise  égale  à  l'uni  lé  ; 

La  longueur  vi  de  l'arc  AU; 

La  résistance  W  du  circuit  extérieur  A1M>  cl  delà  pilo,  ot  la  force  électromolrice  K  de  la  pile, 
rminer  rinlonsité  et  le  sens  du  courant  qui  traverse  le  conducteur  CD  dans  les  diverses  positions  de  ce 
ur. 

394 .  —  Llanl  donné  un  combustible  dont  la  composition  centésimale  en  poids  est  la  suivante  : 
Carbone  84,  Hydrogène  6,60,  Oxygène  8,  Azote  1,40, 

on  sui)pose  que  1   kilogramme  de  cette  substance  est  brûlé  par  la  (|nantité   d'air  strictement  nécessaire  à  sa 
combustion  complète.  On  demande  : 

1»  Le  volume  d'air  nécessaire,  mesuré  à  la  température  de  0"  et  à  la  pression  de  "60™™  de  mercure; 
2"  La  composition  centésimale  en  volume,  à  la  température  de  100",  du  gaz  résultant  de  la  combustion  ;  le 
volume  total  de  ce  gaz,  mesuré  à  0°  et  760°"°  ;  la  densité  de  ce  gaz,  dans  les  mêmes  conditions.  On  supposera 
l'air  composé  exactement  de  4  vol.  d'azote  pour  I  vol.  d'oxygène. 

La  tension  de  la  vapeur  d'eau  à  0-  est  égale  à  4""", 57  de  mercure. 

Le  volume  de  I  grannne  d'hydrogène  à  0"  et  760"'°  de  mercure  est  de  ll''St6. 

Lnlin  les  nombres  proportionnels  des  divers  éléments  sont  : 

Poids  atomiques  :  Carbone  12  Hydrogène  1  Oxygène  16  Azote  14 

Equivalents  :  —        6  —  1  —         8  —     14 

Aucune  autre  donnée  ne  devra  être  employée. 


QUESTIONS  141UP0SÉES 


395.  —  On  considère  deux  cercles  fixes  G,  C  et  un  cercle  r  de  rayon  con.stanl  dont  le  centre  est  mobile 

sur  (..  nii  demande  l'enveloppe  de  l'axe  radical  A  des  cercles  r  et  C. 

(G.  TziT/.Éic.\,  Bucarest.) 

396.  __  On  considère,  sur  une  ellipse  fixe  de  foyers  V  et  F',  un  point  M  quelcon((ue.  Montrer  que  les  deux 
elli|)scs  ajanl  pour  foyers,  l'une,  F  et  M,  l'autre,  F' et  M,  et  passant  respectivement  en  F'  et  en  F,  ont  la  somme 
de  leurs  grands  axes  constante,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  petits  axes. 

(E.    N.    D.VRISIEN.) 

397.  -  On  donne  une  ellipse  E, 

5+15  ~'  =  ». 

et  un  point  P    a,  ''-   dont  la  [lolaire  par  rapport  à  I']  coupe  l'ellipse  E  en  M  et  N. 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  C  qui  passent  par  M  et  N,  et  telles  que  MN  .soit  la  polaire  de 
0  par  rapport  à  chacune  de  ces  coniques. 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  où  les  coniques  C  sont  coupées  par  leurs  diamètres  parallèles  à  M.N. 

3"  Démontrer  qu'à  chaque  point  P  corres|)ondent  deux  coniques  C  tangentes  à  E.  Indiquer  la  correspondance 
qui  existe  entre  la  position  du  jxiint  P  et  la  nahue  des  conicjues  C  tangentes  à  E. 

(BlOCHE.) 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


QUADRATURE  DE  LA  GYCLOIDE 

d'après  le  P.  Tacquet.  {Opéra  mathematica,  edilio  secunda,  Anlverpia;,   170" 

Note  de  M.  G.  Maupin. 


Le  1*.  Tac(iuet,  après  avoir  parlé  des  travaux  de  Torricelli  et  de  Uescartcs  sur  lacycloïde,  propose!*) 
pour  ellectuer  la  quadrature  de  cette  courbe  une  méthode  qui  revient  à  ce  qui  suit. 

Soit    FGMPS    un  arc  de  cycloïdc  engendré  par  le  roulement  du  cercle    BS    sur  sa  tangente    HF. 

Inscrivons  dans  le  demi-cercle  BS  une  ligne  brisée 
régulière  BKORS  d'un  nombre  quelconque,  mais 
pair,  de  côtés.  Soit,  par  exemple,  4.  Divisons  BF 
en  quatre  parties  égales,  aux  points  C,  D,  E,  et 
ligurons  les  positions  du  cercle  générateur  qui 
passent  par  ces  trois  points.  Enfin  par  K,  0,  R, 
menons  les  parallèles  à  BE  et  marciiions  les  points 
où  ces  lignes  renconircnl  les  cercles. 

Les  droites  till,  111,  IK,  MN,  M),  PU  sont  toutes 
égaies  à    BC,    quart  de    BF.    Considérons  Fespacc 
compris  entre  les  lignes  brisées    FG.MPS.    SHOKB 
et  la  droite    BF.    11  se  compose  île  (|ualre  groupes 
de  triangles  : 
le  premier  groupe  comprend  un  seul  triangle,  PSll; 
le  second  comprend  trois  triangles,  MPN,  NKO,  PBN  ; 
le  troisième  comprend  cin((  triangles,  (îMIL  UNI,  lOK,  MSW.  NO!  ; 
le  (pialrième  comprend  sept  triangles,  F(iE,  FUI).  DIC,  C.KI!.  (illi:.  IIID.  IKC. 

Ces  nombres  1,  3,  5,  7  sont,  connue  on  1(>  voit,  ([uatre  t(M'mes  eonséeulifs  diuu^  progression 
aritiiini'liipu^  :  on  a  I  - i-  7  =  3  -t-  .">.  Ainsi  \v.  premier  groupe  et  le  ([ualrièiuf*  réunis  comprennent  huit 
triangles,  le  deuxième  et  le  linisieme  ii'unis  egalenu-iit  liui!  Iiiangles.  Lesiuiil  pr(Mnier-«  triangles  sont 
é(iuivalents  entre  eux,  les  huit  autres  aussi.  Les  huit  premiers  ont  une  même  base  égale  à  BC, 
une  uième  hauteur  égale  à  BT;  l(>s  huit  seconds  ont  encore  une  même  base  BC,  une  même  hauteur 
AT.  La  somme  des  seize  triangles  (''(|uivaut  donc  à  un  triangle  ayant  pour  hase  deux  fois  UV  et  p<Mir 
hauteur  B.\  :  oi'  ce  triangle,  ainsi  (pie  nous  Teusei^ne  Arciiimède,  est  le  double  du  demi-eerch'  BS. 
Voici  donc  une  propriété  bien  remar(|uable.  On  peut  se  convaincre  (pi'elle  est  giMiérale  (piel  (jue  soil 


F  E  D  C  B 

l''i(,'ui'c  c\lrailc  des  Opéra  mnthemalica  du  1*.  l'Acnnui 
(sclioinalisiiios  Wll,  fi};.  127). 


(*)  Niiiic,  i|iiii(l  y.\\\\ù  luilc  |it'(iiiiisiiiius   i'\t'i|iMinui'  :  cl  Nobilissiiiii  Tliuoruinalis  uovaiii  al(|uo  uiiiMM-salcni  (loinoiislralioucm  à  nobis 
oxcogilataiii  Milijiiii^aiiiii;-  \\i.  ,")17,  de  C.iriulorimi  \  oluliiMiilius). 


S-2  ALOÈHUE 

II)  iioinbio  (pair)  (l«'s  cùlôs  de  la  lij;iu'  hiiséc  iiisciile,  en  nMiiar(|iiaut,  ce  donl  le   1>.    r;ic(|U('l  fait  rol)j(!l 

tl'un  It'iiiiutî  spécial,  ([iir  dans  l;i  siiili'  1,  ."),  'i,  7,  !t,  11 la  somiiit!  de  dcii\  leiiuos  équidislanls  des 

extrêmes  est  coiislaiile. 

Il  est  alors  aisé  de  concUitc  «lu  à  la  limite,  lorstpron  aiii;ineiil('  indelininienl  le  iiumbrc  des  ccMés 
de  la  lii^ne  brisée  inscrite,  l'espace  c»»iu|)iis  eiiUe  la  eycloïde,  le  demi-cercle  et  la  base  lii'  éipiivaut  au 
doiil)le  du  demi-cercle  i;énérateur. 


ALGEBRE 

380.  Di-inonlrrr  ridrntiti 


la  fonction 


Première  solution.  —  Désignons  par  y  la  fonction  e     ;  on  a 


et  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

ou  ^V"^  +  ?/  =  Î/V^-  =  -|-  ' 

-U-.v"  +  2// —  î/  =  0. 
Prenons  la  dérivée  d'ordre     ;;  —  1     du  i)remier  membre  ;  enappliiiuant  la  formule  de  Leibniz,  on 

trouve  aisément 

4^.^C«+i)  4_  (4„  _  2)?/")  —  ?y(«-')  =  0,  (  1  ) 

où     î/'""^"    désigne  la  dérivée  d'ordre     »  +  l     dey. 

Posons  X„  =  22"+'a;"+-^  ?/"+", 

et  remplaçons  dans  lidentité  (1)  '  i/"^'\  y^"\  y'"~"     ^'^  fonction  de     X,„  X„_,,  X„_2  ;     on  a 

X„  H-  (i/«  —  2)X„_,  —  4xX„_,  =  0.  (2) 

11  faut  démontrer  (pu; 

(/"X„ 

On  vérilic  sans  peine  la  loi  iiiiili'  dans  les  deux  cas  particuliers  où  )i  est  nul  ou  égal  ii  i  ;  sup[)o.sons 
que  la  formule  a  lieu  pour  X„  ,  et  X„_.,  et  démuulrons-la  pour  X„. 
De  l'identité  ii)  on  lire 

ce  qui  i)cul  s'écrire,  en  admettant  les  relations 

rfo,-"-'      ~~  '^'  dx"-''  '^' 

-^  -h  (4;i  -  2)1/'  -  4(^7/"  +  ".'/)  =  0. 

Deuxième  solution.  —  .N"us  nous  appuirions  sur  ce  (jue  <;  est  développable  en  série  conver- 
gente (piel  que  soil  x,  et  ([u'on  peut  obtenir  bs  dérivées  successives  de  celte  fonction  en  dilférenlianl 
les  termes  de  la  série. 
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sjx  Y^c  - 


On  a  e     =   Xi 


m. 


(/«+'     V''^  _  ■^  ?n(m  —  2)  •  •  •  {m  —  2n)    • 

ûû^^'  ^       ^  2à  m!   2"+'  ^' 

1 

,."  1- 


m — tta  \A  ) 


Multiplions  par    x^^  i     les  deux  membres  et  prenons  la  dérivée  d'ordre  «  ;  nous  aurons 

(/"    /  _„+!  c/"+*      v/^\  _-r^?7t(m  -  l)(m  — 2)  •••  (m  — 2n-t-lj(m  — 2/0   'îin:^ 


?7i  1    2-"+' 

m—tn-K 


ou 


rf"     /     „4.1    (^""^'       V^-^-  \  -Cl         -ï-         ^  V/^ 


C)2ra+1 (    K."  + 


rfa-"  \         "  c/x-"+i         /       ^(m  —  2n  —  1  )  ! 

R.  ESCOï,  ;i  Labastide-sur-Lhers. 


GEOMETRIE    ANALYTIQUE 


374.  —  On  sait  que  tout  plan  V  coupe  une  cubique  gauche  en  trois  points  A,  B,  C  ; 

/"  Trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  quand  le  plan  P  se  meut  en  restant 
parallèle  à  un  plan  fixe  Q. 

2°  Ce  lieu  rtant  une  droite  D,  prouver  que  si  Von  fait  varier  la  dircrliim  du  plan  0,  il  passe,  en 
général,  une  droite  D  et  une  seule  par  tout  point  d"  l'espace,  et  trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  par 
lesquels  il  passe  une  infinité  de  droites   1). 

3°  Prouver  que  ce  lieu  estime  cubique  (C)  dont  les  droites  l)  sont  des  séca)ites  doubles. 

4°  A  toute  cubique  on  en  fait  ainsi  correspondre  une  autre  (C) .  .1  la  cubique  (C)  on  peut  faire  corres- 
pondre une  autre  cubique  (Ci)  par  le  même  procédé,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Quelle  est  la  limite  de 
toutes  ces  cubiques  ? 

ô°  Quel  est  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  quand  le  plan  O  est  assujrtti  à  jnisser  ]>ar 
une  droite  ? 

6"  Quel  est  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  quand  le  plan  (J  est  assujetti  éi  demeurer 
tangent  éi  un  cône  de  la  n"""^  classe  {*)  ? 

1"  On  sait  (|U(î  si  l'on  coupe  une  courbe  algébriipu^  [tiane  par  une  série  de  droih^s  parallèles.  If  lieu 
des  centres  des  moyennes  dislances  des  i)oints  d'inlerseclion  d(!  clia([ue  sécante  avec  la  courbe  est  une 
droite  (diamètre  de  Newton).  On  sait  déplus  que  le  centre  des  moyennes  dislances  des  ///  points  d'iu- 
lersoction  d'une  droite  avec  une  courbe  algél)ri([ue  d'ordre  m,  est  le  même  que  celui  des  points  d'inler- 
jcclion  de  la  même  droite  avec  les  tn  asymptotes  de  la  courbe. 

Il  suit  d'abord  de  là  cpie  si  l'on  [)rojetle  la  euliique  sur  un  plan  rn,  parallèbunent  à  une  direction  A 
du  plan  O,  la  projection  du  lieu  du  centre  de  tjjravile  du  liianub»  ABC  est  uiu*  droite.  Sur  un  autri> 
I)lan  r7l^,  parallèlemenl  ;i  une  aulic  direclion  A,  du  iiuMiie  plan  (J.  la  projeelion  du  \\cn  est  une  aulie 
droite.  Il  en  résulte  ([ue  le  lieu  du  centre  tle  gravité  du  tiiani;le  ABC  es!  lui-nu-ine  une  droite  |). 

D'ailleurs,  de  ce  (\i\e  le  centre  des  moyeimes  distances  des  itoinls  d(>  reuc<uitre  d'une  droite  cl 
dune  courbe  est  le  m<'me  (|ue  celui  des  points  de  rencoiiln>  de  la  droite  et  des  asymptotes,  il  suit  que 
l'on  peut,  dans  l'enoiuc  du  problènu',  rtMUplaeer  la  eubi(pn>  par  le  système  des  asymptotes.  Nous 
n'examinerons,  du  icsle,  ([iie  le  cas  où  la  cubique  a  trois  asymptotes  réelles,  distinctes  et  à  dis- 
tance Unie  ;  de  sorte  i[iu^  nous  pouvons  sup[)oser  les  axes  dt^  coonbunu'es  parallèles  au\  asyniploles, 
cl  l'origine  confondue  avec  le  centre  du  parallélipipède  déterminé  par  ces  trois  droites. 

(*)  l'ar  crii'iir  daiis  ô"  cl  iW  ou  a  (.^crit  le  plan  I'  au  lu'u  du  plau  Q  (Voir  lo  n»  ilc  novembre}. 


Si 
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Soient  alors 


?/=P 


;i) 


(^^) 


(^) 


p 

-T     1 

3y 

T       1 

-P 

3c      1 

=  =  —  ï    )  X  =  — 

les  équations  des  trois  asymptotes,  et 

it.v  -+-  vi/  -h  irz  =  0 

ré(iualiou  (lu  plau  (J.  l/é4ualit)n  du  plan  1'  sera 

ux  +  vij  -+-  wz  +  X  =  0, 
et,  en  déterniinant  ses  points  de  rencontre  avec  les  droites  (1),  (2)  et  (3),  on  voit  immédiatement  qu'un 
point  «luelconque  de  la  droite  D  est  défini  par  les  trois  équations 

3iix  +  py  —  Y/(;  4-  X  =  0,  ^. 

'Soy-h-^tv  —  a« -{- X  =  0,  (  (-4) 

'S(vz  -+-  y.u  —  ^y  -t-  X  =:  0,  ] 
et  (jne  les  équations  de  la  droite  D  sont 

3nx  4-  py  —  jiv  =  3vy  h-  y  m;  —  au  ==  liivz  -+-  au  —  ^y  ; 
elles  sont  homogènes  en  k,  y,  w. 

2"  Considérons,  dans  les  équations  (4),  x,  ?/,  ;  comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace,  ce 
qui  revient  à  exprimer  ([ue  la  droite  D  passe  par  ce  point.  Si  alors  les  trois  déterminants 

Y       —a     1  a       —  p     1 

3:         a       1     ,  3x         3       1 

—  Y       3j-'      l  — !t       'Sy      \ 

ne  sont  pas  nuls  simultanément,  ces  équations  définissent  un  système  unique  de  valeurs  proportion- 
nelles à  tt,  y,  IV  ;  par  suite,  il  y  a  en  général  une  droite  et  une  seule  passant  par  tout  point  de  l'espace. 
Si,  au  contraire,  les  trois  déterminants  précédents  sont  nuls  simultanément,  les  équations  (4) 
définissent  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  proportionnelles  à  ri,  y,  «y,  et  il  passe  une  infinité 
de  droites  1)  par  le  point  considéré.  Les  coordonnées  des  points  par  lesquels  il  passe  une  infinité  de 
droites  D  satisfont  donc  aux  écjuations  ([ue  l'on  obtient  en  égalant  ces  trois  déterminants  à  zéro.  Ces 
équations  développés  et  ordonnées  sont  : 

Syz  —  p;  -h  Y,'/  H-  Py  =  0,    \ 

'àzx  —  Y^"  +  ot-  -I-  Y^  =  ^1   >  (S) 

3a;j/  —  ay  -f-  ^a?  -4-  a^  =  0.  ) 
Elles  représentent  trois  cylindres  du  second  degré.  Si  l'on  considère  d'abord  les  cylindres  repré- 
sentés par  deux  d'entre  elles,  les  deux  premières  par  exemple,  ces  cylindres  ont  deux  plans  asympto- 
tiques  parallèles  :  ils  se  coupent  donc  suivant  une  cubique  gauche.  Si  d'ailleurs  on  cherche  la 
projection  de  cette  cubique  sur  le  plan  des  xy^  on  trouve  la  troisième  équation  (5).  Donc  les  trois 
cylindres  représentés  par  les  équations  (5    ont  en  commun  une  cubique  gauche. 

3"  l)onc  le  lieu  des  points  par  les(iuols  il  passe  une  infinité  de  droites  D  est  une  cubique  gauche  (G). 
Les  droites  D  sont  des  sécantes  doubles  de  cette  cubique  ;  car,  si  l'on  cherche  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  définie  par  les  équations  (4)  avec  chacun  des  cylindres  rei)réscntés  par  les  équations  (5), 
on  obtient,  dans  les  trois  cas,  la  même  équation  du  second  degré 

X*  =  OL^u^  H-  p-y-  -+-  Y^W*  —  ^l'^y.HW  —  'i^'(VW  —  2apwy. 

4"  i-<'S  asymptotes  di'  la  «nhirpie  (C)  ont  [)onr  é([ualii>ns  rcsitcclivcs 


.'/  =  — 3- 
3 


t»      r 


a 


-^        3 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE  85 


Elles  sont  donc  homothétiques  à  celles  de  la  prenaière  cubique  par  rapport  à  l'origine,  le  rapport 
1 
d'homothétie  étant    —  -•     En  partant  de  la  cubique  (C),  on  trouvera  donc  une  troisième  cubique  ^Ci), 

homothétique  de  la  deuxième,  le  rapport  d'homothétie  étant  encore  —  -■>     et  ainsi  de  suite  indéfiniment . 


3 

Les  équations  de  la  cubique  (Ci)  seront 


3'^         3^         3^ 

vx         <xz          av 
^-+3.        3.  +  33  =-0' 

celles  de  la  n'^""  seront  de  même 

-t- 

.y        p.x        «p 
•^         32         32          33 

\        ,         3„_,       3„_,           3„ 

=  0, 


^        '      L3"-'       3"-'J        3" 

J  V  )         [_3n-l         3n-lJ 


il. 
3" 


=  0. 


La  limite  de  cette  cubique,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  est  donc 

7/Z  =0,  zx  =.  0,  xij  =  0, 

c'est-à-dire  le  système  des  axes  de  coordonnées. 

5°  Si  le  plan  Q  tourne  autour  d'une  droite,  entre  ?«,  y,  w  on  a  une  relation  linéaire 

lu  -{-mv  -^  pio  =  0. 
Par  suite,  la  droite  D  décrit  la  quadrique 

IV  -f-  ?>iV  +  »^Y  =  0, 
en  désignant  par  U,  V,  W  les  premiers  membres  respectifs  des  équations  (5). 

6°  Plus  généralement,  si  le  plan  Q  varie  en  restant  tangent  à  un  cône  de  la  «"'""^  classe,  entre  u.  i\  w 

on  aura  une  relation 

/■(?/,  y,  ?/')  =  0, 

homogène  et  de  degré  n.  Les  droites  L)  engendreront  donc  la  surface  représentée  par  l'équation 

/■(U,  V,  W)  =  0. 

Cette  surface  est  d'ordre  2»  ;  elle  passe  par  la  cubique  (C),  et  celle-ci  est  une  courbe  multiple 

d'ordre  n  de  la  surface. 

Ohservalion.  —  Nous  avons  cru  bon,  en  développant  la  solution  de  cette  question,  de  rectifier 
l'erreur  provenant  de  ce  qu(>  l'on  a  mis  le  plan  P  à  la  plact^  du  plan  (J  dans  la  eincjuième  et  dans  la 
sixième  partie  du  problème,  tel  qu'il  a  été  énonct'  dans  le  numéro  de  novembre.  Au  reste  la  solution  de 
ces  deux  parties  du  problème  telles  (lu'c^lles  sont  énoncées  dans  le  texte  prinùlif  n'ollVe  aucune  dilli- 
cullé  :  il  n'y  a  (lu'à  se  l'cporler  aux  ('([ualions  (4)  pour  s'en  assurer. 

Remarques  (lèo)Hctriqu('s.  —  Suiciil  I),.  Dj,  I),  les  asymptotes  (lt>  la  culiiiiiHMlomu'-p.  Il  o\islp  1111  hyporboloïde 
à  une  ii;q>|)e  et  un  soid  conlcnaiil  ces  trois  droilcs.  Considérons  los  deux  plans  lanf^onts  ;\  col  Inporludohle  paral- 
U'\v.  au  plan  Q.  Dans  ces  doux  plans  so  Irotivcnl  doux  tiônôralricos  n,f7.ja„  /),/)./»j  rencontrant  Di,  H..,  P,.  Lo* 
|t()iuls  (i  ot  h,  conlre.s  des  nu^yonncs  distances  do  «|.  «..,  rf,  et  de  èi,  ''.•,  ''j  respoctivouicnl,  appartionnonl  à  la 
dniilo  1).  Or,  quand  aia-^n.^  cl  b^lt.J)^  se  déplacent  sur  l'hyporl)t>loïde,  les  points  a  ol  l>  décrivent,  sur  colto 
surface,  une  courbe  (I),  et  toutes  les  droites  1)  rencontrent  celte  courl)C  on  deux  points.  C.herchons  la  nature  de 
cette  courbe  (P),  c'est-à-dire  le  liou  des  contres  des  nioyennos  dislaïu'os  dos  points  de  rencontre  do  D,,  0..,  Dj 
avec  toutes  los  j;énôralricos  de  l'inpcrlioloulo  do  syslènu' (blVornit  do  celui  auipu'l  apparlietuiont  [>,.  Dj.  D.,. 


sr> 
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pour  ccl;!.  ronsiiltM-ons  l.>  parallrlipiprili'  donl    I),,  I)..,  1),    son!  liois  aiV-lcs.  Soil  n'^brdcfy],  ro  parallôlipiiu-dc. 

Projclons  sur  le  |)lan  ii\<lcf  parallôlemoiil  à  Di.  Si  a',  psi  la  projoc- 
lioii   de   a.j,   un    poitil  du   liou  est  projeté  eu  uu    point   //*   Ici   (pie 

a\a.,-\-a'.n'.. 
"i"'  = ^-     ('I",  ou   sait   i\w    le    lieu  du  ])oinl  p,    milieu  de 

rtj«L',  (|uand  itln-^a'j^  louiiie  aiilotn-  du  point  (i\,  e<l  une  liyperltole 
ayant   pour  asyiuplotes  les  parallèles  à  ed  et  à  ef  menées  par  le 

Cl   ITl  ^ 

point   (.)   milieu  de  a\c.    D'autre  part  — i— =  -  ;    donc    le    lieu    du 

a^p        \\ 

point  m  est  une  hyperbole  lioiuothétique  passant  par  (i\,  comme  la 

première,  et   dont  l(»s  asymptotes  sont  les  parallèles  à    cd  et  à  cf 

menées  par  le  point  o,  tel  que  ^f,!.),  z=  — .  Soient  11  relie  hyper- 
bole et  lii  riiypcrboloïde  qui  passe  par  l)i,  Dj,  D.,.  La  courbe  (F)  est 
l'intersection  de  rhyperboloïde  II|  et  du  cylindre  passant  par  II  et 
par  Di.  La  courbe  iV)  est  donc  une  cubique  gauche  dont  deux 
asymptotes  sont  situées  dans  les  plans  j)arallèles  à  nhrd  menés  par 
le  ]u)int  (t). 

Ln  projetant  de  même  sur  les  autres  laces  du   parallélipipède, 
on  voit  que  les  asymptotes  de  la  cubique  (F)  sont  situées  sur  un 

parallélipipède  de  même  centre  que  le  premier,  homolhétique  au 

1 
premier    avec   le    ripport    d'iiomolhétie   -••     Ces    asymptotes    sont 

homothétiques  à   1),,  l>j,  U^   par  rapport  au  même  cenirc  et  avec  le  rapport  d'hoinothétie  —  -•      La  cubique  (F) 

n'est  donc  autre  chose  que  la  cubique  (C)  de  l'énoncé.  D'ailleurs  chaque  droite  D  rencontre  cette  cubique  en 
deux  points.  De  plus  par  tout  point  non  situé  sur  la  cubique  on  peut  mener  une  droite  et  une  seule  rencontrant 
cette  courbe  en  deux  points  et,  quand  le  point  est  sur  la  cubique,  le  nombre  de  ces  droites  est  infini,  puisque  ce 
sont  alors  des  génératrices  d'un  cône  du  deuxième  degré  ayant  pour  directrice  la  cubique. 

On  conclut  facilement  de  ces  remarques  la  solution  géométrique  des  quatre  premières  parties  de  la  question. 

375.  —  Etant  donnés  un  triangle  AB(j  et  7tne  droite  qui  rencontre  ses  côtés  aux  points  A',  P/,  C,  on  prend  les 
points  a,  h,  c  respectivement  conjugués  de  A',  B',  C  par  rapport  à  B  et  C,  C  et  A,  A  et  R.  On  sait  alors  que  les 
droites  Aa,  \Uj,  Çx  se  coupent  en  un  point  (j  qui  est  appelé  le  pôle  de  la  droite  A'B'C  par  rapport  au  triangle 
ABC.  Lorsque  la  droite  .A'B'C  est  à  l'infini,  le  point  g  devient  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

En  partant  de  ces  considérations,  généraliser  les  résultats  du  problème  précédent. 

Celle  question  n'est  qu'une  généralisation  d(ï  la  première.  On  l'en  déduit  i)ar  une  transformation  homogra- 
phique,  et  on  conclut  : 

1"  Que  si  l'on  coupe  une  cubique  par  des  plans  passant  par  une  droite,  le  lieu  du  pôle  de  celle  droite  par 
rapport  au  triangle  des  points  d'intersection  est  une  autre  droite.  A  chaque  droite  de  l'espace  on  en  fait  ainsi 
correspondre  une  autre.  On  voit  immédiatement  (|ue  ces  deux  droiles  sont  récii)roques  ; 

2"  Que  si  l'ime  des  droites  décrit  un  plan,  l'autre  varie  en  rencontrant  en  deux  points  une  cubique  fix(>  ; 

:(»  Que  si  l'une  des  droites  reste  dans  un  plan  fixe  et  passe  par  un  point  fixe  de  ce  plan,  l'autre  décrit  une 
quadrique  passant  par  la  cubique  précédente  ; 

4°  Que,  en  général,  si  l'une  des  droites  enveloppe,  dans  le  plan,  une  courbe  de  la  n'''""'  classe,  l'aulre  décrit 
une  surface  d'ordre  2«  passant  par  la  cubique  précédente  qui  est,  pour  l.',  surface,  une  courbe  d'ordre  7i. 

X.  .Antomaiu. 


381  .  —  Ih'nnonlror  ijur  ht  roiidilimi  nrrrssnirr  cl  sitffisatilc  pour  riu'il  rxislc  iiti  ijuiulrihilrrf 
inscrit  dans  une  roniqur  S  cl  circotisrril  <i  une  rtuiiifuc  S'  rsl  (ju'cn  fiunuhiul  Ir  ih^rmuniaul  de  S -f- /S 
int  (d)lirunc  une  rininlinn  m   /.  dans  ItirpirUr  une  raclnr  sait  rfiulc  n  lu  soiniuc  des  deux  uulrcs. 

Cas  pnriiciilirr  oit  les  conifjurs  snnl  des  cercles. 

Si  l'on  cfTeclue  uno  Iransformation  huinofrraphiquc  (|urlci)iif|iH',  (ui  sail  (juc  les  racines  do  r(''(|ua- 
lii>ii  t'ii  À  varioni  prop(»rlii'iun'ilfnient  ;  par  c(>ns(''<|U('iil  luule  relaliuu  lioinogèuo  onlre  les  racines  n'est 
[>as  uioiiiliéo. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1°  La  condition  est  nécessaire.  —  Imaginons  un  quadrilatère  ABCD  circonscrit  à  S'  et  inscrit  dans 
S  ;  soient  E  et  F  les  points  de  concours  des  eûtes  opposés  ;  projetons  EF  à  l'infini  et  S  suivant  un 
cercle  ;  ABCD  devient  un  rectangle,  et  S  est  le  cercle  orthoptique  de  S'.  Les  équations  des  deux 
courbes  peuvent  s'écrire 

A  15 

S  =  .x-2-i-?y2  — (A  +  B)  =:  0. 
Les  racines  de  l'équation  en  X  sont   —  A,  —  B,  —  (A  -+-  B)  ;    l'une  d'elles  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres. 

2"  Im  condition  est  suffisante.  —  Supposons  qu'on  ait  entre  les  racines  de  l'équation  en  \  la 
relation 

Les  deux  coniques  ont  un  triangle  autopolaire  commun  dont  les  sommets  correspondent  aux 
racines  ),,,  Àj,  À;)  ;  soit  0  le  sommet  relatif  à  Xi  ;  projetons  S  suivant  un  cercle  ayant  son  centre  au 
point  transformé  do  0,  les  équations  des  deux  coniques  s'écriront 

S' =-  +  ^-1  =  0, 

s  =  .r^H-?/'  — C  =  0. 
Or  on  a     X,  =  —  C,     X,  =  —  A,     X3  =  —  B  ;     on  en  conclut     C  =  A  -t-  B,     ce  qui  montre  qu'il 
existe  une  infinité  de  rectangles  inscrits  dans  S  et  circonscrits  à  S'. 

Applications.  —  1°  Considérons  deux  cercles 

S  =  ^'2  -h  if  —  R2  =  0, 

^' =  {x--df-h7/-R"  =  0. 

S  +  XS'  =  (1  +  l)x'-  -t-  (1  +  l)if  —  2Xdr  —  R-  +  X((/^  —  R'^)  =  0. 

L'équation  en  X  est 

A(X)  =  (X  -f-  1)[  —  X2R'2  +  X(r/^  —  R2  -  R'2)  —  R^l  =  0. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

(a)  ou  bien  la  racine     —  i     (»st  égale  à  la  somme  des  deux  autres  racines, 

-1=— P ' 

ce  qui  donne     d  =  R.     Dans  ce  cas  le  centre  du  cercle  S'  est  sur  le  cercle  S  ; 

(b)  ou  bien  — 1  est  égale  à  la  ditl'érence  des  deux  autres  racines;  on  obtient  dans  ce  cas  la 
relation  (R^  —  d'Y  =  2R'^'(R^  +  d'). 

2"  Soit  une  ellipse  S'  et  un  cercle  S  ayant  i)0ur  centre  l'un  des  foyers  de  rdlipse  et  pt^n-  rayon 
s/2(a^  +  (;^).  Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  une  infinité  de  quadrilatères  inscrits  dans  le  cercle  et 
circonscrits  à  l'ellipse,  {/icole  Normale,  I8S0.) 

rr  Ir 

^  —  [x—cf-\-  if  —  2(a»  H-  r-)  =  0, 

S4-  XS'  =  x'i\  -f-A^  -H  fU  -h  ^)  -2<'-r  -  (^2«»  4-  c^)  =  0. 
L'éciuatioii  en  X  est 

A(X)  =  _  /|  -H  A)[X-^  +  X(Hf»»  -\-  r»)  +  M"'  +  c»)]  =  I). 

On  v(Miliera  aisiMUcnt  (|up     -    //■'     est  ('gale  à  la  ditlV'rence  dt>s  raeint^<  du  trinôme  entre  oroeliels. 

W     I.SCOT.  il  l.iliasti.lo-siir-I.lu-rs. 
♦ 
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398.  Diiii  poiiil  M  pris  sur  un  |iar;iboloi(lo  on  mriie  l(!s  (|ualro  nornialos  .MA,  MB,  MC,  Ml),  autres  (|uc 
celle  (|ui  a  son  pied  en  M.  l)ii  diMuandt»,  lorsque  le  point  M  décrit  le  paraboloïde,  de  trouver  : 

|o  Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  1  qui  |)asse  aux  quatre  points  A,  B,  C,  D  ; 

2»  Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  1",  circonscrite  au  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents  en  A,  B,  C,  D  ; 
^°  Montrer,  dans  les  mêmes  conditions,  que  le  milieu  du  segment  formé  par  les  centres  des  sphères  il  et  S' 
est  lt\e.  \'asnier,  lycée  de  Versailles. 

399.  On  considère  un  cercle  (C)  de  rayon  ii7i,  et  sur  ce  cercle  une  origine  d'arcs,  A,  et  un  sens  positif; 

1 
on  prend  sur  le  cercle  ^C)  un  point  M  et  un  point  M'  tel  que  arc    AM'  =  -  arc  AM.    On  demande  : 

O 

i"  De  déterminer  les  points  M'  par  l'intersection  du  cercle  et  d'une  hyperbole  équilatère  II,  ayant  l'un  de 
ses  axes  parallèle  au  diamètre  qui  passe  en  A  ; 

2"  De  dire  quels  sont  les  points  de  rencontre  du  cercle  cl  de  l'hyperbole. 

Cela  fait,  on  fait  varier  l'arc  .\M  et  on  demande  alors  : 

3"  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  l'hyperbole  H,  et  le  lieu  des  centres  des  coniques  singulières  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  de  (C)  et  de  II  ; 

4°  De  former  l'équation  de  l'enveloppe  de  ces  coniques  singulières  et  de  construire  cette  courbe  ; 

o°  De  trouver  le  lieu  des  sommets  de  II  ; 

r>o  De  déterminer  T'enveloppe  de  la  droite  cjM,  qui  joint  le  centre  de  11  au  point  M,  et  de  construire  cette 
courbe  ainsi  (|ue  les  précédentes.  Coll.\rd. 


-♦- 
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ÉCOLE   CENTRALE    (Concours  de   1894.  —  2-^  session] 


368.  —  On  donne  deux  axes  reclangulaires  x'Ox,  ?/'C).Vj  unpoint  M  silué  dans  l'angle  xOy,  dont  les 
coordonnées  sont  a  et  b,  unpoint  P  silué  sur  l'axe  des  y  dont  l'ordonnée  est  p.  Par  le  point  P  on  mène 
dans  le  plan  des  axes,  une  droite  quelconque  PR,  et,  à  cette  droite  PR,  on  fait  correspondre  la  conique  A 
qui  passe  par  le  point  M.  qui  a  un  foyer  en  0,  et  pour  laquelle  la  droite  PR  est  la  directrice  qui  corres- 
pniid  nu  point  0. 

\'>  Ih'lenniner  géométriquement  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  située  la  droite  PR  pour  que  la 
conique  A  qui  lui  correspond  soit  une  ellipse,  ou  pour  qu'elle  soit  une  hyperbole. 

Discuter  le  probl'nne  en  laissant  fixe  le  point  M  et  en  déplaçant  le  point   P  sur  l'axe  des  y. 
2"  Former  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  centre  de  la  conique    A    quand  la  droite   PR   tourne  autour 
du  point  P.  I.e  lieu  se  compose  d'une  droite  et  d'une  conique  C,   Suivre  les  transformations  de  la  conique  C 
quand,  le  point  M  restant  fixe,  le  point  P  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 
Expliquer  géométriquement  les  résultats  trouvés  par  l'analyse. 

3"  Démontrer  que  In  ronii/ui'  (]  r.s7  doubli'inenl  Inngenti-  au  cercle  décrit  sur  OP  comme  diamètre  et 
reconnaître  si  rettr  conique  pénètre,  ou  ne  pénètre  pas  dans  ce  cercle.  Démontrer  que  si,  laissant  fixe  le 
point  P,  on  déplace  le  point  M,  un  des  deux  axes  de  la  conique  C  passe  toujours  par  le  milieu  I  de  OP, 
''/  tmuver  sur  qurllr  liijnr  il  faut .  dnns  res  rondil inns.  phiccr  le  /mini  M  pour  (pie  l'autre  are  de  la  conique  C 
passe  aussi  par  le  milieu  dr  (  i|*. 

Traçons  la  droito  MO  cl  tin  poinl  .M  ahaisson»^  la  porpondinijairo  Mil  sur  la  drôilo  PR.  Soit  H  le 
pied  de  ceifo  perpcndiculain'. 
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y 

R/ 

^ 

p 

^ 

^M 

0 

X 

1°  Puisque  la  conique  A  a  pour  foyer  le  point  0  et  pour  direclrice 
correspondante  la  droite  PR,  puisqu'on  outre,  elle  passe  par  le  point  M,  son 

excentricité  est  — — ••  Il  résulte  de  là  que  la  conique  a  est  du  genre  ellipse, 

M  H 
du  genre  parabole  ou  du  genre  hyperbole  selon  que  Mil  est  supérieur,  égal 

ou  inférieur  à  MO  et  par  conséquent,  si  Ton  trace  le  cercle  de  centre  M  et  de 
rayon  MO,  suivant  que  PR  ne  rencontre  pas,  touche  ou  coupe  ce  cercle. 

Désignons  alors  par  K  le  second  point  d'intersection  du  cercle  MO  avec 
Taxe  des  y/  et  remarquons  que  le  point  P  peut  être  extérieur  à  la  portion 
de  droite  OK,  compris  entre  0  et  K  ou  enfin  en  l'un  de  ces  deux  points. 

Lorsque  le  point  P  est  extérieur  à  la  portion  de  droite  OK,  il  est  pos- 
sible de  mener  du  point  P  deux  tangentes  au  cercle  MO.  La  droite  PR,  qui 
se  place  dans  deux  des  angles  formés  par  ces  tangentes  ou  qui  coïncide  avec 
l'une  de  ces  droites,  peut  donc  ne  pas  rencontrer  le  cercle,  le  toucher  ou  le 
couper  et  par  conséquent,  la  conique  a  est,  selon  les  cas,  du  genre  ellipse,  du 
genre  parabole  ou  du  genre  hyperbole. 

Lorsque  le  point  P  est  compris  entre  0  et  K,  la  droite  PR  coupe  tou- 
jours le  cercle;  la  conique  a  est  toujours  du  genre  hyperbole. 

Enfin  lorsque  le  point  P  est  en  K  ou  en  0,  en  général  la  droite  PR 
coupe  le  cercle  et  la  conique  A  est  du  genre  hyperbole.  Il  y  a  exception 
quand  la  droite  PR  coïncide  avec  la  tangente  au  cercle  en  P;  la  conique  a 
est  alors  du  genre  parabole.  Observons  que  si  le  point  P  est  en  0,  la  direc- 
trice PR  passant  par  le  foyer  0,  la  conicpie  a  ne  peut  pas  être  une  hyperbole 
ou  une  parabole  véritables. 

Remarque  I.  —  Supposons  que  la  droite  PR  soit  très  voisine  de  la  droite 
PM.  MH  est  très  petit;  la  conique  A  est  une  hyperbole  dont  les  deux 
branches  sont  très  voisines  de  PR,  et  quand  PR  vient  coïncider  avec 
PM,  les  deux  branches  de  l'hyperbole  viennent  se  confondre  avec  PM . 
Donc,  dans  ce  cas  particulier.  In  conique  A  se  compose  de  la  droite 
double  PM. 


2°  Représentons  par  \i  le  coeflicient  angulaire  do  la  droite  PR.   LCqua- 
tion  de  cette  droite  est 

.'/  — V  —  !^^  =  0-  vO 

Celle  (le  la  conique  A  est  alors  de  la  forme 

.T-  +  ?/'-  —  X-(t/  —  /?  —  }ju-)-  —  0, 
en  désignant  par  X   un    nouveau  paramètre  variable.  Or.  la   conique  A  est 
assujettie  à  passer  par  le  point  M;  on  doit  donc  avoir  rt'M|iiali(>u  di^  condition 

(i-  -h  //-  —  X'-(7>  —  ])  —  iJtfj)-  =:  0, 

([ui  détcrmini»  X.   Il  suit  de  là  que  l'étiualion  do  la  conitiue  A  (>st 

[II  —  p  —  \i.tt)-[cc'-  -\-  (/-)  —  {a-  -f-  //-)(;/  —  p  —  .u.r  1-  --  0.  (2) 

Observons  ([ue  si  la  droite  PR  passe  en  M,  on  a 

h  —  p  —  ]xa  :-3  0,  d'où  t. 


b^p 


cl  l'équation  (2)  devient 


(y  —  V 


h-i 


'•«-y 


0. 


La  coni(pi('  A  s(^  r(''dnit  bien,  conuiie  nous  l'avon-^   di!   dans   la   n'UKuqne  proccdeiite.  à   la  droite 
double  PM. 
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Cvci  ]H1S('',  cliorchons  le  lieu  du  coniro  (1(>  celle  cniiuiuo  (inuiid  l:i  (Iidilc  l'K  louinc  .uilinir  du 
point    P. 

Los  (••jualions  qui  dôlonnincnl  ce  cotilrc  ('ianl 

{h  —  p—  iinyx  -+-  ;i(«-  -h  /r)(j/  —p  —  i^x)  =  0, 
{h  —  p  —  wif-i/  —  {a-  -t-  />-)((/  —  p  —  |jLj?)  =  0,  ^   ' 

leur  l'ornir  conduit  ;i  cxaniiinT  loul  d'abord  ]o  cas  paiiiculicr  où  I*R  se  confond  avec  PAf.  On  a  dans 
co  cas 

b  —  p 

Il  —  p  —  \i.n  —  0,  d'où  \i  — — 

a 

ol  les  équations  (3)  so  rcduiscnl  ii  une  soulo, 

h  —  p 

y  —  /' X  =  0, 

qn\  roprcstMilo  la  droilc  l'M.  Celle  dioih^  fail  donc  parlie  du  lieu.  D'ailleurs  cela  devait  être,  car  nous 
savons  qu(^  dans  celle  liypollièse,  la  coniciue  A  se  réduit  à  la  droite  double  PM.  Tous  les  points  de  cette 
droite  sont  des  centres. 

Cherchons  maintenant  l'autre  parlie  du  lieu. 

Nous  en  obtiendrons  l'équalion  en  (diminanl  le  paramètre  variable  ;ji  entre  les  équations  (3),  et 
nous  plaçant  dans  l'hypothèse  {b  —  p  —  im]  -z/z  0.  Dans  celte  hypothèse,  on  déduit  des  équations  (3), 
après  avoir  fait  passer  les  seconds  termes  dans  les  seconds  membres  et  avoir  divisé  membre  \\  membre, 
la  relation 

X 

y  ~ 

X 

11  suffit  donc  de  remplacer  ;jl  par dans  l'une  de  ces  équations.  Je  remplace  dans  la  seconde  et  je 

trouve  pour  équation  de  la  seconde  partie  du  lieu 

(«2  _f_  /,2)(a;2  +  ,/2  _  prj)  —  (a,r  +  [0  -  v)yf  =  0.  (4) 

Celte  seconde  partie  est  donc  une  certaine  conique  C. 

X                                                                         1 
Remahque  II.  —  L'équalifjn    —  =  — \x,     qui  équivaut  à     /y  = x,     représente  la  perpendicu- 
laire OD  abaissée  du  point  0  sur  la  droite  PR.  C'est  l'axe  focal  de  la  conique  A  et  par  conséquent  une 
droite  qui  passe  par  le  centre  de  cette  conique.  On  conçoit  facilement  alors  que  nous  ayons  trouvé  celte 
droite  dans  le  calcul  précédent. 

Etudions,  comme  le  demande  l'énoncé,  les  transformations  dcceltc  conicpie  (piand,  le  point  M  res- 
tant fixe,  le  point  P  se  déplace  sur  l'axe  des  y. 

Pour  cela,  formons  la  quantité     AC  —  B^     On  trouve 

ir-[n^  +  i2  _  (/^  _  p)2)  _  a\h  —  pf 

on  (a-  +  b^)p{2h  —  p). 

Celle  f|uanlilé  est  donc  du  sii;iie  de  p Cib — ;)).  L'ordonnée  du  point  K  (''lant  évidemment  2/»,  on 
voit  par  là  que  si  le  jioint  P  est  à  l'extérieur  de  la  portion  de  droite  OK,  la  C(»niquc  C  est  du  jienre 
hyporbole  ;  elle  est  du  i:enre  ellipse,  quand  le  point  P  est  compris  entre  0  et  K,  enfin  du  f^enre  para- 
bole (piand  le  pr.inl  P  est  en  K  on  en  0.  Dans  ce  dernier  cas,  la  conique  C  devient  la  droite  double  OM 

d'équation 

i^lix  —  miY  =  0. 

Ces  résullats  peuvent  s'expliquer  fjéométriquemenl.  Rappelons-nous  ^Remarque  H)  que  le  centre  de 

\ 
la  conique  a  se  trouve  sur  la  droite  OD,     y  = .r,     et  déplaçons  le  point   P  sur  l'axe  des  y. 

Lorsque  le  point  P  est  extérieur  à  la  j)ortion  de  droite  OK,  il  existe,  nous  le  savons,  deux  posi- 
tions de  la  droile  VU  ])our  lesipielles  la  conique  A  est  une  parabole.  11  y  a  donc  deux  positions  de  la 
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droite  OD  qui  donnent  un  contro  à  l'infini.  La  conique  C  a  alors  deux  directions  asymptotiques;  c'est 
donc  une  hyperbole. 

Lorsque  le  point  P  est  compris  entre  0  et  K,  la  conique  a  est  toujours  du  genre  hyperbole.  Son  centre 
n'est  jamais  rejeté  à  l'infini.  La  conique  C  n'a  pas  de  direction  asymptotiquc  ;  c'est  donc  une  ellipse. 

Lorsque  le  point  P  est  en  K,  la  conique  a  est  une  hyperbole,  sauf  dans  le  cas  où  la  droite  PR 
coïncide  avec  la  tangente  au  centre  MO  en  K,  auquel  cas  cette  conique  est  une  parabole.  Il  y  a  donc 
une  seule  direction  de  la  droite  01)  qui  donne  un  centre  à  l'infini.  La  conique  G  a  une  seule  direction 
asymptotiquc  ;  c'est  une  parabole. 

Enfin,  lorsque  le  point  P  est  en  0,  on  sait  que  la  conique  a  se  compose  de  deux  droites  qui  se 
coupent  on  0,  excepté  dans  le  cas  où  la  droite  PR  est  la  tangente  au  centre  MO  en  0.  Alors  la  conique 
A  se  réduit  à  la  droite  double  OM  ;  il  en  est  donc  de  môme  de  la  conique  C. 

3"  Puisque  l'équation  do  la  conique  C  est 

[a^  -+-  />^j^r^  -I-  ?y^  — j)xj)  —  [ax  ~h  <h  —  p)yY  =  ^^ 

il  est  évident  que  cotte  conique  est  bitangente  au  cercle  représenté  par  l'équation 

x^  H-  ?/^  —  pij  =  0, 

c'est-à-dire  au  centre  décrit  sur  OP  comme  diamètre. 

La  corde  des  contacts  a  pour  équation 

nx  -t-  (h  — p)y  =  0  ; 

c'est  la  perpendiculaire  à  la  droite  PM  issue  de  l'origine.  Observons  que  la 

conique    C   est  nécessairement  tangente  à   Ox  en  0,  ce  que  l'on  vérifierait 

aisément. 

On  nous  demande  maintenant  de  reconnaître  si  la  conique    C    pénétre 

ou  ne  pénétre  pas  dans  lo  cercle  OP. 

Pour  le  voir,  nous  chercherons  l'ordonnée    OQ  du  second  point  d'inlor- 

section  de  la  conique  C  avec  l'axe  des  y.  Si  OQ  est  compris  entre  0  ol  p, 

la  conique    G    pénètre  dans  le  cercle    OP  ;    elle  n'y  pénètre  pas  dans  le  cas  contraire. 

En  faisant    x  -—  ()     dans  l'éciualion  (4),  on  trouve  facilement 


OQ  = 


a^  ^  l,i  _  i^h  _  pY 


Comparons  alors  OQ  à  0  et  à  p. 
On  a  évidemment    OQ  ^  0,     si 

De  môme,  on  a    OQ  ^;; 

si  l'on  a 


on  a 


V 


pia'-hb') 


-VT 


^  0,     avec  corrt>spt)ndance  dos  signes. 


ou 


ou  enfin 


p{a^-\.b^)  +  p[h-pY 


hi-.[h  —  pY 
V 


PY< 


loujduis  avec  coi  [•(^spondanco  dos  signes. 

l-:n  rapitroclianl  ces  résullals,  on  voil  que  00  osl  siinullani'nii'nl  snitoriour  à  0  ol  ;i  p  on  simul- 
lanémonl  iidoriour  à  oos  dtMix  n()nil)ros.  OQ  n'csl  donc  jamais  ooinpris  oniro  0  cl  p\  la  c<-tni(|uo  C.  no 
pc'nolro  jamais  dans  lo  coiolo  OP. 

Traitons  mainlonani  la  dorniôro  parlio  d(>  hi  hoisionn»  ([iioslion. 

IM)is(iuo  hi  conique  C  osl  bilangonli-  au  0(McIt>  Ol\  la  iiori>onilioulaiio  à  la  i>..rdo  dos  conlacls  on 
son  mili(Mi  osl  néo.ossaii'onionl  nu  a\o  ^^'  la  ooiii(in(>  (".  Connni"  oollc  piMpi'n.lionlairo  osl  lA  idoninirnl 
un  diamètro  du  oorolo  0I\   elle  passi-  jtar  lo  niili«Mi   I  i\^^  (»l'  :  oo  qu'il  fallait  iionïonln>r. 
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11  ne  nous  rosto  plus  qu'à  chorchor  sur  (|urlle  ligne  doit  se  placer  le  poinl  M  pour  i\uo  Taiilre  ;ixe 
passe  aussi  par  le  point  I.  Cela  reviiMil  à  faire  ou  sorte  que  le  centre  de  la  e(»ni(iue  C  soit  en  I,  ou 
encore  que  les  tMiuations 

[u^  H-  f}'^)x  —  a[ax  -h  {h  — p)y]  =  0, 
(«s  +  //)(2jt/  —  p)  —  (J,—p)[ax  +  (h  —p)n]  =  0 

(pii  di'lerniinenl  ee  centre,  soient  satisfaites  parles  coordonnées  du  point  1,  0  et  — • 

On  Irtiuve  les  deux  conditions 

_a-|-(/>_p)  =  0, 

(pii  se  réduisent  à  la  condition  unique 

0  ^=  ])■ 

Ainsi,  le  point  M  doit  se  trouver  sur  la  parallèle  à  Ox  menée  par  le  point  P  ;  ce  qui  d'ailleurs  est 

évident  géométriquement. 

A.  T. 

Ont  résolu  celle  queslion  :  MM.  E.  Berthei-ot  ;  H.  Bounard    (surveillant  général    au  lycée  de   IJordeaux)  ;  G.  MAnriNEï  (lycée  de 
Toulouse)  ;  Fouché  (répélilcur  au  lycée  de  .Mont-de-.Marsan). 
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382.  —   0)1  (liitDie  }rnr  Iniprrbolr  éi/nilnlêrc  H, 

^xy  —  /«2  =  0. 
A  un  point  P  du  plan  correspond  un  point  P'  conjugué  du  premier  sur  le  diamètre  qui  y  passe. 

/"  Démontrer  que  si  l'un  des  points  P  ou  P'  décrit  une  droite  D,  l'autre  décrit  une  conique  C. 
Démontrer  que  les  coniqups  C  correspondant  aux  droites  D  qui  passent  par  un  point  M  se  coupent  en 
quatre  points  fixes.  Trouver  ces  points. 

2°  Dans  quel  cas  la  droite  D  est-elle  tancjente  à  la  conique  C  correspondante  ?  Trouver  l'enveloppe 
des  coniques  C  dans  ce  cas.  Indiquer  dans  quel  cas  la  droite  D  coupe  la  conique  C  correspondante  en  des 
points  réels  ou  en  des  points  imayinaires. 

!i°  Trouver  Iv  lieu  des  sommets  des  coniques  C  tangentes  aux  droites  D  correspondantes. 

4'  Former  l'équation  de  la  droite  A  menée  par  le  centre  d'une  conique  C  parallèlement  à  la  droite  D 
correspondante.  Trouver  combien  il  passe  par  un  point  de  droites  A  telles  ([ue  les  coniques  C  soient  tan- 
gentes aux  droites  D.  Trouver  le  Uni  des  projections  do  l'origine  sur  les  droites  A  réalisant  cette  dernière 
condition. 

Désignons  par  y.  et  [i  les  coordonnées  du  point  P,  par  a'  cl  ^'  celles  du  point  P'.  Le  point  P' 
doit  être  situé  sur  le  diamètre  du  point  P  et  aussi  sur  la  polaire  de  ce  point.  Il  est  donc  à  l'intersection 
des  deux  droites 

—  =  JL  et  a?/  -h  3x  —h^  =  0  ; 

les  deux  nombres  a'  et  ^'  sont,  par  suite,  la  solution  commune  à  ces  deux  équations.  En  multipliant  les 
deux  premiers  rapports  haut  et  bas  par  p  et  a,  cl  les  ajoutant,  on  obtient  de  suite 

X  y  Ir 

~r  "^  ~p"  ^  2^  ' 

par  conséquent     '^  =  ^  '     ^        "2^  '     ^^  "^^^^     "  ""  2p' '     ^  ^  ïa.'' 


i 
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1°  Si  le  point  D  décrit  une  droite 

B  =:  ux-\-  vy  -'rw  =  0, 

li^     /   Il  v  \ 

on   a    uoL-\-v^  +  w  =zb;     par   suite,    -^  ( -^  H — -]+2v  =  0    ou     2M,'a'^' +  ('î<a'  + u^'j/«- ==  0  ;     le 

lieu  du  point  D'  est  donc  la  conique 

C  =  2wxy  -+-  h-[ux  H-  vy)  —  0. 

Quand  la  droite   D  passe  par  un  point  lixe  [xq,  r/o),  les  nombres  u,  v,  tv  vérifient  la  relation 

uxq  -h  vyo-\-iv  =  0,     et  Ton  a    w  =  —  uxq  —  vy^  ;     l'équation  de  la  conique  C  est  alors 

'2,{uxo  -+-  oyi))xy  —  h^{ux  -+-  vy)  =  0;  (1) 

lorsque  m  et  u  varient  d'une  façon  quelconque,  elle  passe  par  les  points  communs  aux  deux  coniques 

^Xoxy  —  h^x  =  0  et  ^yo^y  —  h^y  =  0  ; 

chacune  d'elles  se  décompose  en  deux  droites  et  les  quatre  points  communs  sont  : 

h' 
(0)     X  =  0,     y  =  0  ;  (A)     x  =  0,     J''  =  5-  ' 

(A')     ,V  =  ^'     ?/  =  0;  (0')    x^-.     y=—. 

Les  deux  points  A  et  A'  sont  à  l'infini  sur  les  axes  ;  les  deux  autres  sont  ii  dislance  finie,  on 
général. 

2°  Si  l'on  compare  les  deux  équations  D  =  0  et  C  =  U,  on  voit  facilement  (|ue  la  droite  D 
coupe  la  conique  C  aux  mômes  points  que  l'hyperbole  11,  c'est-à-dire  que  D  =  0  est  une  sécante 
commune  à  C  et  H  ;  car  si  l'on  fait,  dans  l'équation  G  =  0,  ux  4-  uy  =^  —  iv,  on  trouve  l'équation 
txy  —  h'^  =  0,  qui  se  présente  ainsi  comme  une  conséquence  des  deux  équations  C  =  0,  D  =  0. 
Par  suite,  lorsque  la  droite  D  rencontre  l'hyperbole  donnée  H  en  deux  points  réels,  il  en  est  de  même 
pour  la  conique  C,  et  la  droite  D  rencontre  la  conique  G  en  deux  points  imaginaires,  quand  cela  a  lieu 
pour  l'hyperbole  H  ;  comme  cas  particulier,  on  voit  que  la  droite  D  touche  les  deux  coniques  G  et  H 
en  même  temps  et  au  même  point.  L'enveloppe  des  coniques  G,  tangentes  aux  droites  correspondantes, 
est  donc  l'hyperbole  donnée  11.  Ge  fait  peut  d'ailleurs  se  vérifier  aisément.  En  (Ml'et  formons  une  com- 
binaison homogène  des  deux  équations 

G  =  0,     I)  =^-  0  :  "iœ-xy  —  h-[itx  +  vyj-  =  0  ; 

cette  équation  représente  les  doux  rayons  qui  joignent  l'origine  aux  poinls  de  ronconlro  do  la  droite  D 
avec  la  conique  G.  Nous  aurons  donc  la  condition  de  contact  en  exprimant  que  ces  doux  rayons  sont 
confondus  ;  nous  obtenons  ainsi     lihi-c^  —  {li^uv  —  «'-)-  =  0     ou     w-  —  illi^uv  =  0. 

De  cette  relation  nous  tirons     v  =  — — '     par  suite  l'équation  do  la  conique  G  devient,  dans  ce  cas, 


IV 

ou,  on  posant  —  =  ^, 
u 


ir- 
livxy  H-  h'-ux  +  -—(/=:  0, 


"i  2 


Nous  aurons  l'enveloppe  en  exprimant  (juc  cette  équation  on  ).  a  une  racine  commune  avec  sa 
dérivée  par  ra|)port  ;i  X,  ou,  plus  rapidomoni,  a  une  racine  double.  (\'  procédé  donno  innnodialomont 
"ix-y  =^  h'-- 

3"  Toutos  les  conicpios  représentées  [tar  l'cipiation  G  (•,  ol.  m  parliculier,  [tar  roipialion  [-1) 
soni  (les  hyperboles  équilatèrcs,  ayant  pour  asymptotes  des  parallèles  aux  a\os  do  ciiordonnéos.  Leurs 
axos  sont  donc  des  parallèles  aux  i)issoolricos  de  l'angle  .rO»/  morn-fs  par  lo  oimiMo.  Or  Ic^  tM|Mali<>Ms  du 
centre  sont  /'[,■  =  0,     ['„  =  l),     ou 

ilhj  -+-  Ir  ^  U,  t>X.r  4-  -_  =  0  ; 
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il  suflil  do  les  coinhiiuT  par  addition  et  sousliacliciu  ihhh'  avoir  des  parallèles  aux  hisscclriccs  des  axes 
passant  parle  ceutrr  ;  on  uhiiiMil  ainsi  les  deux  axes  de  laconique  (2) 

12X(.f  —  y]  —  k'  -H  -^  =  0. 

éliminons  À  entre  cliaeune  d'elles  et  Téciualion  ["l)  el  nous  aurons  les  lieux  des  souunels.  Si  nous 
considérons  dabord  le  système 

2Xx;/  +  li-x  -i-  -—  v/  =:  0, 

2X(a;  +  7/)  +  /i^4-~=r  0, 

nous   aurons  de   suite   À,   en  multipliant  la  seconde    par   y    et  retranchant  ensuite  de   la  i)reniièrc, 

X  = -,-^  ;    en  portant  cette  valeur  de  X  dans  la  première,  nous  aurons  l'équation  du  lieu 

^x^if  +  h-[x  —  iiY  =  0.  (3) 

Un  calcul  tout  semblable  donne  le  second  lieu, 

SxY  —  h%v  +  yy  =  0.  (i) 

Le  lieu  représenté  par  l'écpiation  (3)  est  imaginaire  ;  il  se  décompose  en  deux  hyperboles  éciuila- 
tères  imaginaires  :  c'est  évidemment  le  lieu  des  sommets  imaginaires  des  coniques  ('2).  Le  second  lieu 
est  le  lieu  des  sonnncls  réels  ;  il  se  compose  des  deux  hyperboles  équilalères 

2s/Ixij  -  li{x  -H  y)  =  0  et  "i^txy  +  h{x  -+-  y)  =  0. 

4°  Le  centre  d'une  coni({UC  C  est  donné  par  les  deux  équations 

"Iicy  -h  h^u  ■—  0,  ""Itox  H-  h'^v  =  0  ; 

en  multipliant  ces  équations  par  v  et  n,  et  les  ajoutant,  on  obtient  la  droite 

ii'{i(x  -+-  vy)  -+-  Jriic  ~  0, 
qui  passe  par  le  centre,  puisqu'elle  est  une  combinaison  des  deux  équations  du  centre,  et  (jui  est 
évidemment  parallèle  à  la  droite  D.  Portons  dans  l'équation  de  cette  droite  la  valeur  de  v  tirée  de  la 

11'^  w 

condition  de  contact,     v  —  ^, ,    y     divisons  par  a  et  posons     —  =  X,     nous  aurons,  toutes  simplilica- 

"llvu  u 

lions  faites, 

a-  +  4t  +  4-  =  0  ou  2/<^.r  +  Ihi  -4-  m  =  0.  (5) 

Cette  équation  contient  X  au  second  degré  ;  par  conséquent,  si  nous  exprimons  que  la  droite  (o)  passe 
en  un  point  donné  (a-,  71,  Téqualion  correspondante  donnera  deux  valeurs  pour  X  ;  il  passe  donc  deux 
de  ces  droites  par  un  point  du  plan.  La  quantité  sous  le  radical  est  h''  —  Hli^xy  ;  les  points  du  plan 
par  lestpiels  passent  deux  droites  réelles  sont  donc  ceux  qui  vérilient  l'ini'galiti'!  Hxy —  /<^  <  0.  Or 
l'hyperbole  Sx//  —  li-  =  0  partage  le  plan  en  trois  régions  ;  dans  celle  du  centre,  le  premier  membre 
est  négatif  ;  il  est  positif  dans  les  deux  autres  ;  donc  pour  que  les  deux  droites  qui  passent  eu  un  point 
soient  réelles,  il  faut  et  il  suflit  que  ce  point  soit  dans  la  région  du  centri'. 

Cela    posé,   la   perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  l'une   des  droites  (5)  a  pcjur   é(iuation 

X  V 

^-y^  =  —  ,  et  en  éliminant  X  entre  cette  équation  et  l'éciuation  (5),  on  a  le  li(Hi  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  l'origine  sur  ces  droites.  Li'  calcul  est  aisé  :   on  poile  X^  dans  ré(iuation  (5)  et  on 

a  do  suite  X  ;  un  lrouv(!  ainsi 

2{x^-^y')^  =  li'xy.  (6) 

Quand  nous  aurons  construit  cette  courbe,   la  ([uestion  sera  complètement  résolue.    A  cet  effet, 

formons  l'equalion  en  coordonnées  jjolaires,  0  étant  le  pôle,  Ox,  l'axe  polaire  el  le  sens  de  rotation  des 
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angles  positifs  le  même  que  dans  le  système  préccdenl.  Cette  équation  est 

4p^  =  h'^  sin  2'tt,  2p  =  h\J s'in  2w. 

Le  second  membre  ne  change  pas  quand  on  change  oj  en  w  +  2-7:  ;  donc  il  suffit  de  faire  varier  w 
de  0  à  Sir.  Or  si  on  change  oj  en  tc -h  oj,  2p  ne  cliange  pas;  donc  quand  oj  ira  de  -  à  2-,  on  retrou- 
vera la  portion  symétrique  de  celle  déjà  décrite,  par  rapport  au  pôle  ;  —  cette  symétrie  se  manifeste 
d'ailleurs  autrement  :  par  le  double  signe  du  radical.  —  Il  suffira  par  conséquent  de  faire  varier   «j   de 

0  à  Tc;  or  de  -—-  à  ir,  sin  2w  est  négatif,  p  est  imaginaire;  l'intervalle  se  restreint  donc  au  premier 

quadrant.  Enlin  en  donnant  à  w  deux  valeurs  telles  que    — y.    et     — - -i- a,     l'angle  2w  prend  deux 

valeurs  supplémentaires,    p   prend  les  mêmes  valeurs  ;  il  y  a  donc 
symétrie  par  rapport  à  la  première  bissectrice  et  il  suffit  de  construire 

la  portion  de  courbe  qui  répond  aux  valeurs  de  w  inférieures  à  —, 


et  au  signe  4-  du  radical.  Quand  (->  varie  de  0  à 


2aj  varie  de 


0  à  -^  1     sin  2to    augmente  de  0  à  1  ;  par  suite   p  augmente  de  0 

à  — -•    On  obtient  donc  ainsi  l'arc  OAB,  tangent  à  Ox  en  0  et  à  une 

2 

perpendiculaire  à  la  bissectrice  en  B.   Les  symétries  indi(iuées  per- 
mettent d'achever  la  courbe. 

Cette  courbe  est  une  lemniscate  de  BernouUi. 

Oui  envoyé  (les  solulioiis  analytiques  exactes  :  MM.  Léon  Uaillv,  lyeéc  de  Dijon;  t'oucnÉ,  répétiteur  au  lyiée  de  Mont-de-Marsau  ; 
P.  HosTALOT,  lycée  Louis-le-Grand  ;  A.  Lauheaux,  lycée  de  l5esau(;on  ;  Pkli.ktukai",  lycée  Saint-Louis  ;  Lucien  SuEun,  soldat  au 
113«  de  ligne,  élève  de  l'école  normale  supérieure  ;  G.  Vergnon,  à  Lagarde. 

Solution  géométrique.  —  1"  Le  point  P'  est  à  l'intersection  de  la  droite  DP  et  de  la  polaire  du  point  P. 
Si  le  point  P  décrit  une  droite  D,  sa  polaire  passe  par  le  pôle  A  de  la  droite  D  ;  par  consot|ucnt  les  droites  AP' 
et  OP',  qui  sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  II,  engendrent  deux  faisceaux  iiomogra- 
phiques,  et  le  lieu  du  point  P'  est  une  conique  C  qui  passe  par  les  points  G  et  A. 

La  tangente  à  celle  conique  au  point  0  est  le  rayon  homologue  du  rayon  AO  ;  c'est  donc  la  droite  symétrique 
de  AO  par  rapport  aux  asymptotes  de  11.  On  en  conclut  (|ue  la  tangente  en  0  à  la  conique  C  est  parallèle  à  la 
droite  D,  il  en  est  de  même  de  la  tangente  au  point  A,  el  par  suite  le  centre  de  la  coni(|ue  C  est  au  milieu  de  0.\. 
On  voit  de  plus  aisément  que  cette  conique  a  des  points  à  l'inlini  dans  les  directions  des  asymptotes  de  II,  c'est 
donc  une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  à  celles  de  II. 

Si  la  droite  U  passe  par  un  point  lixe  H,  toutes  les  coniques  C  passeront  par  le  point  B',  situé  sur  01»  et 
conjugué  de  B.  On  voit  donc  (|ue  toutes  ces  coniques  ont  quatre  [)oinls  li\es,  les  points  0,  I>'  et  les  points  à 
l'infini. 

2»  On  voit  immédiatement  ({ue  la  coni([ue  C  passe  par  les  points  de  rencontre  de  II  et  de  la  droite  D.  Celle 
droite  sera  tangente  à  C,  si  elle  esL  tangente  à  II,   et  cette  dernière  hyperbole  sera  l'envelop|>e  des  coniques  C. 

La  droite  1)  élant  sécanle  comuiune  à  II  el  à  C  riMicoiitrera  ces  deux  coni(|ues  en  mènie  temps  en  des  points 
réels  ou  en  des  poinls  imaginaires. 

3"  Soit  1)  une  tangente  à  U  au  point  M  ;  la  conique  C  correspondante  louche  H  au  point  M,  cl  a  son  centre  au 
milieu  1  de  OM.  On  en  conclut  que  C  est  homothéli(pie  de  II,  par  rapport  au  centre  d'homothélie  M,  le   rapport 

d'homothélie  étant  égal  à  —  ' 

Soient  S  et  S'  les  sominels  de  II,  ceux  de  C  seront  les  milieux  i  et  s  de  S.M  et  S'M.  Par  conscipnMil,  le  lieu 
de  ces  points,  quand  M  décrit  l'hyi)erbole  II,  se  composera  de  deux  hyperboles  homolhèliciues  de    H.   les  centres 

d'homothélie  étant  S  et  S',  et  le  rapport  d'homothélie  commun  étant  égal  à  —  • 

4»  lia  droite  A  nu'uée  j)ar  le  centre  1  de  la  conique  C  parallèlement  à  1)  est  t mut-nle  au  |>oinl  I  a  une  hvper- 

bole  H'  honiothétique  de  11,  le  centre  d'homulhétio  étant  le  point  0,  et  le  rapport  d'lu>mothélio  étant  égal  à  —  • 
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Par  conséqiu'iil,  par  un  point  quelconque  V  du  plan  on  pourra  mener  deux  droites  ^,  qui  seront  les  tangentes 
menées  par  le  point  l'  à  la  conique  H'  ;  ces  dvxw  liuiirnilos  no  soronl  n'-cllos  que  si  le  point  11  est  i)ar  ra|)port 
à  ir  dans  la  même  réi,'ion  que  le  point  0. 

Le  lieu  des  projections  du  point  0  sur  les  droites  A  sera  la  podaire  du  point  0  par  rapport  à  H',  c'est-à-dire 
une  lemniscate.  dont  0  est  le  point  double,  donl  les  tangentes  au  poini  double  sont  les  asymptotes  de  H'  et  enfin 
dont  les  sommets  coïncident  avec  les  sonnnels  de  H'. 

Joseph  CHEVALLIER,  lycée  d'Orléans. 

Autres  solulious  géométriques  par  MM.  Mairol  ('iAiiciii^uy,  \\c('v  di;  Moulins  ;  CiUossiijAMUK,  lycée  de  Duuai  ;  (lahrici  MAitriMiT,  lycée 
lie  Toulouse. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


400.  lue  parabole  est  circonscrite  à  un  triangle  rectangle  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  d'une  tan- 
gente (jui  fait  avec  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  et  en  sens  opposé  le  môme  angle  que  l'hypotérmse. 

401.  l  ne  ellipse  tourne  autour  de  son  centre,  et,  aux  points  où  deux  droites  rectangulaires  issues  du  centre 
la  rencontrent,  on  lui  mène  des  tangentes  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  tangentes. 

402.  On  donne  un  cercle  fixe  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle  ;  d'un  point  mobile  sur  le  cercle  M,  et  pris 
[wm-  centre,  on  décrit  un  cercle  tangent  au  diamètre  AB  en  P.  On  mène  les  droites  MA  et  MB,  qui  coupent  le 
cercle  mobile  en  C  et  D.  Trouver  le  lieu  du  i)()iiit  de  rencontre  de  la  droite  VA)  avec  MP. 
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Leçons  d'AritUmi-liiiue  théorique  et   pratique,  par  .Iules  T.\nxery,  sous-directeur  des  éludes  scientifiques  à  l'Kcole  nuriuale 
supérieure.  —  P;n"is.  —  Armand  Colin  et  C'"-",  Kditeurs. 

Ce  traité  d'Aritlunétique  est  le  premier  dans  lequel  on  ait  osé  introduire  une  complète  rigueur,  an  moins  dans  les  fon- 
dements de  la  tiiéorie,  dans  la  numération  écrite,  en  particulier.  Les  propriétés  fondamentales  des  opérations  y  sont  bien 
mises  en  relief  et  servent  de  support  rationnel  aux  opérations  elles-mêmes  ;  celles-ci  n'ont  d'ailleurs  pas  d'autre  l)ut,  comme 
le  fait  jiiilicieusement  remarquer  raulcur,  que  d'écrire  une  somme,  une  différence,  nn  produit,  etc.,  dans  le  système  décimal. 
—  I^es  nombres  fractionnaires  y  sont  intioduils  d'abord  par  l'idée  de  mesure  de  longueur,  puis  comme  des  symboles  fictifs 
destinés  h  généraliser  les  calculs  auxquels  la  division  des  entiers  donne  naissance  ;  en  analyse,  c'est  évidemment  là  le  vrai 
point  de  vue.  Les  nombres  irrationnels  sont  introduits  et  étudiés  avec  beaucoup  de  soin,  en  se  plaçant  à  ce  dernier  point  de 
vue.  L'auteur  a  consacré  un  cbapitre  fort  intéressant  à  étudier  la  correspondance  qui  existe  entre  les  nombres  et  les  gran- 
deurs, et  a  très  nettement  montré  les  conditions  sons  lesquelles  une  classe  de  grandeurs  sont  mesurables,  au  sens  habituel  du 
mot.  Il  n'a  négligé  aucun  des  proldèmes  (pu  se  présentent  dans  l'enseignement,  lorsque  l'on  expose  aux  élèves  l'enseudde 
des  théories  comprises  conunimémenl  sous  le  nom  générique  iV Arithmétique.  Enlin  il  termine  son  ouvrage  par  des  com- 
pléments assez  étendus  sur  les  principes  de  la  théorie  des  nombres,  et  démontre  en  particulier  la  loi  de  réciprocité  relative 
aux  résidus  quadratiques.  —  Ce  livre  n'est  pas  inférieur  à  ce  qu'on  devait  attendre  d'un  maître  aussi  distingué  que  M.  Jules 
Tannery  et  rendra  de  grands  services,  non  seulement  aux  élèves,  mais  encore  aux  professeurs,  qui  y  trouveront  plus  d'une 
occasion  de  réllécliir  et  de  modifier  leurs  idées. 

E.  H. 

Leçons  de  Cinématique,  pur  Gabriel  Kok.nhjs,  charijé  d'un    cours  à  la  Sorhonne,  etc.  —  Paris.   —   Librairie    scientifique 
A.  Hermann. 

J'ai  eu  un  véritable  plaisir  à  lire  ce  livre,  qui  débute  par  une  magistrale  théorie  des  segments,  sur  laquelle  l'auteiu' 
s'appuie  systématiiuement.  L'étude  de  la  vitesse,  de  l'accélération,  de  la  distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide  en  mou- 
vement, est  ainsi  considérablement  sinqdifiée.  Dans  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  par  rapport  à  un  espace  fixe, 
ou  envisagé  connue  tel,  lauteur  se  sert  d'un  trièdre  mobile  attaché  au  corps  solide,  et  parvient  ainsi  très  simplement 
il  toutes  les  propriétés  concernant  ce  mouvement,  en  particulier,  au  théorème  de  Coiiolis.  L'usage  d'un  pareil  trièdre, 
depuis  l'emploi  fréquent  qu'en  ont  fait  Hiliaucourt  et  M.  Uarboux,  est  familier  h  tous  ceux  qui  s'occupent  de  Mathématiques, 
cl  l'on  duit  féliciter  vivement  l'auteur  de  s'en  être  servi  dans  ses  leçons  de  cinématitpic 

Jf  souhailr  que  ce  rapide  aperçu  engage  tous  les  candidats  il  la  licence,  à  l'agrégation,  et  aussi  tous  ceux  (pii  viiiliiit 
perfectionner  leurs  connaissances  en  Méeanitpie,  ;i  étudier  cet  ouvrage  véritablemtMit  bien  fait.  Ils  auront  le  double  avantage 
de  s'initier  h  «les  niélhodes  très  enqduyées  aujourd'hui  en  géométrie  jiure,  et  d'acquérii-  très  facilement  tout  ce  cpiil  est  réel- 
lement utile  de  connaître  en  cinématique.  Ce  livre  ad'ailleur>  im  autre  mériti-,  ipii  csi  intp  rare  poiu-  que  je  le  passe  sous 
silence,  celui  dulre  bien  et  clairement  écrit.  L.   H. 


Le  Rildacteur-Gcrunl  :  H.   VUIBEUT 
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353.  —  On  donne  une  conique  tangente  en  B,  G  aux  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  ABC  ;  deux 
jiuints  P,  Q  conjugués  par  rajjport  aux  points  B  et  C  et  un  point  S. 

Autour  du  sommet  A  on  fait  pivoter  la  sécante  ARR'  qui  coupe  la  conique  aux  points  R,  R',  que  Ton 
joint  aux  points  P^  Q  de  façon  à  déterminer  le  quadrilatère  PRQR',  et  l'on  considère  les  coniques  ï  ins- 
crites dans  ce  quadrilatère  pour  lesquelles  les  tangentes  issues  du  point  S  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  droites  SP,  SQ. 

1"  Démontrer  que  les  coniques  S  so7ît  inscrites  dans  un  quadrilatère  fixe. 

20  trouver  le  lieu  des  jjoints  H  d'où  l'on  peut  mener  aux  coniques  ^  des  tangentes  formant  un 
faisceau  harmonique  avec  les  droites  HP,  HQ. 

3°  Que  doivent  être  les  points  P,  Q,  pour  que  ce  lieu  soit  un  cercle? 

4"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  coniques  ï  avec  les  côtés  du  quadrilatère  PROll . 

1°  J*roMuns  pour  triangle  de  référence  le  triangle   APQ    qui  est  conjugué  par  rap[)ort  à  la  conique; 

ré(iuation  tangentiellc  de  celte  conique  peut  s'écrire 

II-  -h  y^  +  w'^  =  0  ; 

désignons  par  a,  p,  y  les  coordonnées  du  point  S. 

Nous  supposerons  que  les  côtés  AQ,  AP,  PQ  ont  respectivement  [)our  équations 

j;  =  0,  ,'/ =  0,  :.  =  0; 

les  [)uiiils  P,  Q,  A  auront  alors  pour  équations  langentielles 

u  =  0,  V  =  0,  /r  =  0. 

La  sécante  ARR'  ayant  pour  équation 

y  —  Xx  =0, 

ré(iuation  de  l'cnseuible  des  poinis  \\  et  R'  est 

(À-  4-  1)(m^  +  u^  +  /'•')  —  (>•"  —  '•]'  =  0  : 
il  en  résulte  ipie  l'éciuation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  (piadrilah  ir  IM{(JU    est 

(X^  +  1  )(u»  H-  y^  +  W)  —  {lu  —  r)»  +  Hiiuv  =  0, 
ou  n'^ -+-  lh>'^  -h  (X»  -t-  1)»'-  +  "l'A  -f-  \J^)uv  =  0. 

Si,  entre  cette  éciualion  et  l'équalion     »/   i   if/ -4- /r-;  =  (»,     M(Mis  t'iiinimins  u\  w>x\<  ;uir'«n-  l'équa- 
tion des  poinis  de  rencontre  de  BC  avec  les  tangentes  menées  de  S, 

Y='[u»-^X^y»^-2(X-+-a)»eI^-(X»  -t-  l)(»a -!-«'?)«  =  0; 
ces  points  devant  l'Ire  conjugués  i»ar  rapport  à  1'  i-l  O.  le  coeriicienl  de  itv  doil  (Hk'  nul. 
On  aura  donc 


•  •s  (îltOMKrmK  ANALYTlQUli: 


ou.   ou   pUMUll       — —   —   ''■> 

'  X+lJL:r=    -/.(À^-l-l). 

l/('(|ualiou  ili's  coniqurs  ï  dcviiMil  tlonc 

II-  -1-  À^t'-  H-  Qr  -h  1  )«<•■'  —  2/.-(X^  ■+■  i)iiv  =  0, 

1 

ou,  on  posant     -, r-^  =  »i, 

»j»-  H-  (1  —  ?//)o-  4-  II'-  —  2/.'» y  -—  0. 

Celle  e(iualion   rcnl\Minaiil  au  proniior  degré  le  parauièlrc  »(,  les  coui(iues  (pi'elle  représeule  soiil 

insciilcs  dans  un  (piadrilalèie  li\e. 

2"  Knlre  les  coordonnées  x,  ij,  z  du  poinl  11  on  a  la  nir-nie  relation  (luenlre  les  coordonnées  a,  fJ,  y 

du  poinl  S;  on  a  donc  les  deux  équalions 

(X^_^)^2^(X2_^.i)^p  =  u, 

(X  +  Hi)z2  +  (X2-^l).ry  =  0; 
el  connue  conséipiencc  Y^^V  —  ^^-^  =  0, 

ou  ^U  —  lcz'^0. 

Le  lieu  du  poinl    11    osl  donc  une  conique   C   langente  en    1'   <U   0   au\  droilcs   AP,  AQ    et  passant 

par  le  point  S. 

3°  Pour  que  ce  lieu  soil  un  cercle,  il  faut  que  les  points  P  cl  Q  soient  équidistanls  de  A  el  que  le 
cercle  tancent  alors  à  AP  en  P,  el  à  AQ  en  Q,  passe  par  S.  Pour  déterminer  les  points  de  BC 
conjuuués  par  rapport  à  B  el  C  cl  équidistanls  de  A,  on  abaisse  de  A  la  perpendiculaire  AI  sur  BC, 
et  on  détermine  P  et  ()  par  la  relation     _        _         _    _ 

IP'  =  iq'  =  1B  .  IC . 
4°  Los  points  de  contact  d'une  conique  ï  avec  les  côtés  du  quadrilatère  PKQll'  sont  à  rintersection 
de  la  conique  avec  les  polaires  des  points  P  et  Q. 
L'équation  ponctuelle  des  coniques  ï  s'écrit 

f^x,  ?/,  z)  =  (1  —  m)x'  +  my'  +  [rn{i  —  m)  -  li']z'  -+-  2/.-,rv  =  0. 
La  polaire  de  P  a  pour  équation 

l-/'.;  =  (l_m).r  +  /.?/  =  0; 

(Ml  éliminant  m   entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

{/rJ  —  xijYJix^  4-  y')  -h  XI/]  =  0. 
On  trouve  le  mémo  lieu  en  prenant  la  polaire  du  poinl  Q.   On  voit  ainsi  que  le  lieu  se  compose  de 
la  conique  C,  et  des  deux  droites  qui  passent  par  le  poinl  A.  et  par  les  points  communs  à  la  conique  C 
et  à  la  conique  donnée. 

Mais  <jn  pi^ut  remarquer  que  l'ensemble  de  ces  deux  droites  constitue  une  portion  singulière  du 
lieu;  car  si  Ion  prend  un  point  (xo,  ?/o,  Zo)  sur  ce  lieu,  on  a 

/.  -  _    ^"'1"    ■ 

^i  -f-  î/u  ' 

la  valeur  de  m  correspondante  est  , 

•/'(i  -r-  n  y» 

m  = -, 

on  vérilie  aisément  qui'  l'on  a 

(1  —  m))ii  —  /r   =  0, 

el  dans  ce  ca>  la  coni(|ui'  ï  se  réduit  ii  uni'  droite  double. 

Solution  géométrique.  —  1"  Faisons  une  Iranslurniulion  liuniographique  telle  que  les  pointï^  P  et  n 
ilfvii'iinenl  !(•>  poiiiLs  cycliques  ;  la  conique  donnée  est  alors  une  hyperbole  é(|uilatère  de  centre  A,  et  si  l'on 
mène  la  sécante  AUl»',  lesconiipu's  i]  auront  pour  loyers  les  points  \\  et  If  et  seront  vues  du  poinl  S  sous  un 
angle  droit. 
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•jy 


Or  on  a 


ConsideronsuneelIip.se  ayant  pour  foyers  R,  R';  soient  a,  b  les  demi- 
longueurs  d'axes;  la  distance  AS  est  égale  à  ,Ja^-\-b-,  il  en  résulte  que 
cette  quantité  est  constante.  On  aura  donc 

a^  -+-  b-^  =  (P. 
Nous  allons  démontrer  que   toutes  ces  ellipses   sont   inscrites  dans  un 
rectangle  fixe.  Menons  par  exemple  une  tangente  à  l'une  de  cas  ellipses  paral- 
lèle à  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole  équilatère,  nous  montrerons  que  la 
distance  du  point  A  à  cette  tangente  est  constante. 

Projetons  les  points  R  et  R'  en  M  et  M'  sur  cette  tangente  ;  on  a 
_        2AE  =z  RM  -+-  R'M' 
4AE'  =  (R'M'  —  RM)2  +  4RM .  l'i'.M' . 
RM.  R'M' =  b'-, 
R'M'  -  RM  =  2AD  ; 


on  en  déduit 

Or  le  point  R  étant  sur  l'hyperbole  équilatère,  on  a 

ÂD'  — RD'  =  aS 
a  désignant  le  denii-axc  réel  de  cette  courbe  ;  on  a  aussi 

M)-  -h  ÛD-  =  ÂÏÏ'  =  a-2  —  b-^  ; 
donc  -'Air  =  a-  +  a-  —  b-  ; 


par  suite  .M'/  = 

AE  est  donc  constant. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  les  tangentes  à  l'ellipse  parallèles  à  Taxe  réel  de  l'hyperbole. 

2"  et  3'^  Il  faut  chercher  le  lieu  des  sonunets  des  angles  droits  circonscrits  aux  coniques  1';  c'est  le  cercle 
orthoptique  de  centre  A  et  de  rayon  AS. 

4°  Le  lieu  demandé  se  réduit  au  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  conique  1'  avec  ses  directrices;  on  sait 
(|iie  ces  points  sont  sur  le  cercle  orthoptique,  et  comme  ce  cercle  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  I,  il 
constitue  le  lieu  demandé. 

En  outre,  ce  cercle  rencontre  l'hyperbole  équilatère  en  deux  couples  do  points  diamotraloment  opposés, 
F  et  F',    o  et  o'. 

L'ensemble  des  deux  points  F  et  F'  constitue  une  conique  11  singulière  qu'on  peut  envisager  aussi  comme  la 
droite  double  FF'.  Le  demi-petit  axe  de  cette  conique  est  nul;  il  en  résulte  que  les  directrices  relatives  aux  foyers 
imaginaires  se  confondent  avec  la  droite  FF',  par  suite  tous  les  points  de  cette  droite  sont  des  points  du  lieu  ;  il 
en  est  de  même  des  i)oints  do  la  droite  oo'.  Le  lieu  se  compose  donc  du  cercle  orthoptique  et  tles  droites  FF' 
et  oo'. 

VASNIEU,  collège  RoUin. 
M.  .1.  L.,  à  Doiiiii,  a  n'sohi  ci'ltc  question. 


2e  Solution  géométrique. 
A. 


Toutes  les  coniques  1'  font  partie  d'un  réseau  langenliel  conjugué  du 
réseau  jjonctuel  déterminé  par  les  trois  couples  de  droites  SP,  SO  ; 
AP,  PQ  ;  AQ,  QP.  Toutes  les  coniques  de  ce  réseau  ponctuel  passent 
par  les  points  P  et  Q,  puiscpie  trois  d'entre  elles  y  passent,  et  tous  les 
couples  de  droites  tels  que  IIP,  IIQ  ne  sont  autre  chose  que  les  coniques 
dégénérées  du  réseau  ponctuel.  Le  lieu  des  points  II  est  une  courbe  île 
troisième  ordre,  la  .lacobicnne  du  réseau;  mais  ici  la  droite  lîC.  faisant 
tout  entière  |)artie  de  la  .lacobienno,  le  lieu  s'abaisse  en  réalité  au 
second  degré.  C'est  donc  une  conique  r  qui  passe  par  S  et  qui  est  tan- 
gente k  AP  et  An  en  P  et  (J,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement 
en  supposant,  par  exemple,  (|Uo  IIP  tourne  autour  du  point  P  jusqu'à 
venir  coïncider  avec  1*0- 

De  plus  la  coiiiqiu^  donnée  iSi  est  le  lieu  des  points  M  tels  que 
les  tangentes  menées  de  ces  points  aux  coni(jues  ï  soient  conjuguées 
harmoniques  par  ra|>port  à  Mlî  ,  MC.  pui>;(]Uf  ces  tangentes  font 
partie  de  l'involulioii  dèlenuinée  par  les  deux  couples  de  droites  MI5, 
MPv';   MP,  MO. 

Les  points  d'intersection  des  coniques  I"    et   ^S^  forment  un  qua- 


KU)  (IKOMKTHIK    .\^AL^  nniK 


dran'^le  donl  deux  r-Mi's  oiipost'-s  se  coii|u>nt  on  A  ;  los  autres  couples  de  cnlés  de  ce  i|u;uli'an.i;le  sont  lanij:euls 
aux  cotiitjues  ï;  car  soit  .Mi  rua  des  points  de  rencontre,  les  deux  côtés  du  iiuadranj,'le  issus  de  Mi  sont 
conjugués  liarnioni(|ues  par  rap|)orl  à  l».  C  et  à  \\  {).  Ce  sont  donc  les  deux  laii,i.'eiiles  issues  de  >li,  puiscpie 
d'une  part,  Mi  étant  sur  (S),  elles  doivent  diviser  li;irnioni(iuoinenl  le  sei,Mnent  1>(",  et,  d'autre  part,  Mi  étant 
sur  r,  elles  doivent  diviser  harinoni(iueinent  le  segment  Pn.  Les  coni(|ues  1'  sont  donc  tangentes  à  (|uatre 
droites  fixes. 

Les  conit|ues  V,  ((ui  répondent  aux  ilivers  segments  PO  de  la  droite  15C  passent  en  S  et  sont  toujours 
tangentes  en  P  et  U  aux  droites  AP,  AQ.  Pour  (|ue  l'une  de  ces  coniques  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  sullit 
<|ue  P  et  Q  soient  svmélrit(ues  par  rappori  au  jned  de  la  pei'pcndiculaire  al)aissé(' de  A  sur  lU'  et  qui;  le  point  S 
soit  sur  le  cercle  ainsi  déterminé. 

Lnlin  si  nous  considérons  le  point  de  coulacl  T  d'une  tangente  issue  de  P  ou  n  aux  coni(|ues  ï,  il  est 
évident  que  les  droites  TP,  TO  sont  conjuguées  par  rappoit  aux  courl)es   ï.    l.(;  lieu  du  point  T  est  donc  encore 

la  conique  1". 

.1.  CL.MllLX,  Ivcée  Louis-lc-Grand. 


379.  _  h'iinil  donné  un  cllipsoicli'  rapporté  à  ses  axes  cl  donl  l'crpuilion  csl 

a-       Ir       c- 

1»  On  conpr  ccl  ellipsoïde  jiar  un  phin  P  d  l'on  mène,  à  la  surface,  les  normales  donl  les  poinis 
d'incidrnce  sont  silués  sur  la  courbe  d'interseclion.  Prouver  que  le  cône  qui  a  son  sommet  à  l'origine,  et 
dont  les  (jènèratrices  sont  respectivemeni  parallèles  à  ces  normales,  est  un  cône  du  second  degré  ;  trouver 
ensuite  lenveloppe  des  plans  P  ])our  lesquels  ce  cône  est  capable  d'un  Irièdre  trireclangle  inscrit. 

2°  Par  un  point  A,  situé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on  mène  les  normales  à  l'ellipsoïde 
et  dont  les  points  d'incidence  sont,  comme  l'on  sait,  sur  une  cubique  gauche  (r).  Trouver  l'équation  de  la 
surface  engendrée  par  les  sécantes  doubles  de  cette  cubique  qui  sont  vues  du  centre  de  l'ellipsoïde  sous  iin 

angle  droit. 

3°  Trouver  tous  les  pions  qui  coupent  cette  surface  suivant  quatre  droites. 

r  Désignons  par  x,  g,  z  los  coordonnées  du  point   d'incidence   do   l'une  des  normales  et  par 

p  ^  „xH- ry-f-îo: +;>  =  0     l'équation  duplan  P.  Les  trois  nombres  x,   g,  z  vérifient,  par  hypothèse, 

les  deux  équations 

—  H- if-  H-  -^  —  I  =  U  et  ux 4-  vq  -+-  wz  -\- ])  =0, 

a-      b'-      c- 

et,  par  suite,  \a  combinaison  suivante  de  ces  équations,  qui  est  homogène  en  a-,  7,  :  : 

p-\  —  +  TT  +  T> )  ~  ("•''^  "+"  ^-^  "*"  "^'")"  ~  ^• 
D'autre  part,  les  équations  de  la  normale  à  l'ellipsoide,  au  point  (r,  7,  ;),  sont 

a:\\  —  x)  __  b-'jY  —  y)  _  c''(Z  — z) . 
X  g  z 

celles  de  la  parallèle  à  cette  droite  menée  par  l'origine  sont 

^/■'X  __  //-Y  _  c-Z 
X    "    g    "    z 
Dès  lors  on  aura  le  lieu  de  celte  droite  en  éliminant  x,  g,  z  entre  ces  deux  é(iualions  et  la  relation 
homogène  trouvée  plus  haut,  c'est-à-dire  en  remjjlaçant,  dans  cette  relation,  les  nombres  x,  ?/,  z  par 
les  nombres  a-\,  b-\.  c-Z  qui  li'ur  sont  respectivement  proportionnels;  on  trouve  ainsi  l'iMpialion 

//-(//-X-  -+-  ^-Y- -f-  r-'Z-)  —  {a-u\  -\-  b-r\  4-  c-'/rZ/-     ^  0,  (1) 

qui  roprésenlo  un  coiic  du  second  degré. 
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Pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  Iriètlre  Irircctangle  inscrit,  il  faut  que  linvaiianl  A  -^  A  -+- A' 
soit  nul,  ce  qui  donne,  dans  le  cas  actuel, 

(àii-  -f-  h^v-  -+-  c'*iv-  —  (a-  -f-  h-  +  c-)p-  =  0.  (2) 

Telle  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  du  plan  P.  Son  équation  ponctuelle  s'obtient  immé- 
diatement :  il  n'y  a  qu'à  remplacer  dans  l'équation  (2)  m,  u,  w,  p  par,  x,  y,  ;,  1  et  les  coefficients  par 
leurs  inverses.  Cette  substitution  donne 

x-       ?/-       ::"-  1 

-+'77  +  --- — r^ >  =  ^-  3 

L'enveloppe  du  plan  P  est  donc  un  ellipsoïde  concentrique  à  l'ellipsoïde  donné,  et  ayant  les  mêmes 
axes.  C'est  la  surface  polaire  réciproque  de  la  sphère  de  Monge,  quand  on  prend  l'ellipsoïde  donné 
comme  quadrique  fondamentale.  Nous  ne  voulons  pas  nous  attarder  à  vérifier  ce  fait,  qui  découle  de 
considérations  géométriques  très  simples. 

Considérons,  en  effet,  le  cône  C,  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la  section  plane  déterminée  par 
le  plan  P,  et  désignons  par  S  son  sommet.  Le  cône  indiqué  dans  l'énoncé  est  le  cône  supplémentaire 
de  celui-ci  ;  il  est  donc  aussi  du  second  degré.  D'autre  part  le  cône  considéré  est  capable  d'un  Irièdre 
trirectangle  inscrit  quand  le  cône  C  est  capable  dun  trièdre  trirectangle  circonscrit,  et  seulement  dans 
ce  cas.  Mais  on  sait  que,  dans  ces  conditions,  le  point  S  décrit  la  sphère  de  Monge  ;  le  plan  polaire  de 
ce  point,  le  plan  P  enveloppe  alors  la  polaire  réciproque  de  celte  sphère  par  rapport  à  l'ellipsoïde  donné. 

2'  On  sait  que  les  pieds  des  normales  issues  du  point  A(a,  p,  y)  sont  sur  la  cubique  gauche 

a^a  b'-'p  c'y 


Nous  allons  chercher  quels  sont  les  plans  qui  déterminent  dans  cette  courbe  trois  cordes  vues  du  point  0 
sous  des  angles  droits.  A  cet  effet,  désignons  par  P^ux-\-  vy  -+-  wz  -+-  p  =  0  l'un  de  ces  plans,  par  X 
le  paramètre  de  l'un  quelconque  des  trois  points  de  rencontre  de  ce  plan  avec  la  cubi(pie.  et  par  ;jl  le 
paramètre  de  l'un  d'eux,  que  nous  supposerons  distingué  des  deux  autres.  Les  valeurs  de  X  sont  don- 
nées par  l'équation 

a^y.u  f/2>v  c^yio 

X       //^  4-  X       c^  -f-  X       '  ' 


a- 
et,  comme  u.  vérifie  cette  équation,  on  a  aussi 

a^oLu  h-^v  c'y"' 


rr  -t-  a        />-' 


p  =  0. 


En  retranchant  ces  deux  éipiations,  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  X,  (|ui  donne  les  para- 
mètres des  deux  autres  points, 

a-oiii.                           b-%                           r'-v/r 
1 !- \ : =:  0 

D'ailleurs,  la  relation  (rortliogonalitè   cuire  les  deux   rayons  (pii  joignent   l'origine  au  p(dnt     ;i)  et  à 
l'un  des  points  (X)  est 

aV-i  //S»  rW« 


c'est  une  nouvelle;  é(|uation  du  second  degré  dont  les  racines  sont  les  paramètres  <les  deux  autres 
points;  cette  équation  doit  donc  être  identique  à  la  précédente  à  un  facteur  près,  et  nous  montre  que 
l'on  peut  prendre     11  =  (i'^ol,     r  =  h'^^,     w  =  c-.-.     l/iMpiation  gt'néralt^  des  plans  cherchés  est  alors 

/)  étant  un  nombre^  variabhv  On  voit  ainsi  (jue  les  plans  en  (]ueslion  restent  parallèles  ;i  un  plan 
lixe.     Il  =  0. 


(ii':0Mr:TRii;  anai.vtioihî 


.\cln'Vi.ii>  ;iloi>  clt>  (Ifliiiir  la  imumIc  ([iii  passe  aux  deux  puinls  (À)  })ar  un  plan  passant  ;i  l'origino, 
/x -f- »(!/ -I- /i:  =  0.  Nous  dcIcrmintMons  /,  m,  n  par  la  condilion  (pn*  et;  plan  coupe  la  cubkpu' on 
deux  points,  distincts  d(^  l'orii;ino,  idcnliqui's  aux  points  (À).  Or  les  paraniètros  de  ces  doux  points  sont 
donnés  par  roquation  du  soc(>n(l  dejjrô 


(l'IoL  /j-iiità         c'-ity 


II-  -+-  1        h-  -4-  À         C-  -f-  À 

colle    équation    doit    ôtn>    la    mémo    que    l'uno   do  oellos  oblonnos    anléiiouromcni,    la    sooondo,    |)ar 

,    •      ,                    1       ;                                        1                                    a-x             h^^             c'^'f 
exemple  ;  on  doit  donc  prendre  /,   ///,  v  proportionnels  aux  nombres    -; -,    — i    — ;    i)ar 

'  ^  a^  -h  iJL      h-  -h  [x      c-  -^[i      ' 

suite  le  plan  (jui  projette  île  rorii;ine  la  corde  (|ui  joint  les  points  (À),  a  pour  (Mpuition 

a'-xx  li-Zu  c-yz 

Nous  aurons  donc  le  lieu  on  éliminanl  p  et  ;j.  entre  les  trois  (Mpiations  suivantes  : 


II-  H-  ;ji         //-  -I-  p.         C-  -\-  [1        '  ï 

ii-xx  +  h^^y  +  c'y:  -1-/3  =  0,  (4) 

n-xx  h-^ii  C"'Z  1 

f-  •; î-^  H ^-     =   0.    / 

r?"  -t-  ;jL        //-  4-  ijL        c^  H-  iJi  ' 

L'élimination  de  /)  est  immédiate  ;  cela  fait,  il  l'aut  développer  les  deux  équations  en  [j,  et  abaisser 
la  première  au  second  degré  ;  il  n'y  a  aucune  dilliculté  à  ces  calculs  et  l'on  obtient  ainsi 

IIa2-4-K.u  +  L  =  0, 

M,a-+N;jH-Q  =  0, 
en  désignant  par  II,  K,  I..  ...  les  fonctions  linéaires  que  voici  : 

H  =  dhx  -h  h^^y  4-  c^';z,  K  =  aW  +  c-)olx  +  h-{n^  -f-  c^)??/  +  c'{a^  -+-  h^y;z, 

L  =  a'-b^c^oLX  4-  p?y  -+-  ^z),  M  =  fàx{x  —  a)  +  //(i(j/  —  ^)  -^  c''y(2  —  y), 

N  =  a*(è«  -+-  c2)a(.x  _  a)  4-  •  •  • ,  Q  =  ayj^c^[n^oL{x  —  a)  4-  •  •  •]  • 

L'équation  de  la  surface  s'obtient  alors  en  annulant  le  résultant  de  ces  équations  en  [ji  ;  on  a  ainsi 

(HQ  —  MLf  —  (HN  —  KM)(KQ  -  LN)  =  0.  (5) 

Le  lion  est  donc  une  surface  du  quatrième  degré.  On  pourrait  obtenir  le  C('ino  dos  directions 
asymptotiques  en  développant  cette  équation  et  simplifiant  les  termes  du  quatrième  degré  en  x,  y,  z  ; 
mais  il  vaut  mieux  procéder  autrement  :  il  vaut  mieux  annuler  d'abord  la  variable  d'homogénéité,  /, 
puis  éliminer  ensuite  \j.  entre  l'équation  du  troisième  degré  que  donne  le  système  (4)  et  celle  du  second 
degré  qu'il  cnntiont.  On  a  de  suite  les  deux  éipiations  cpii  suivent  : 

H(iJi  4- a^(.a  4- />^)(|JH- c^)  =^  0, 
II.a2-HK;a4-L  =  0. 

Le  résultant  est  alors 

\\H\\r,'  —  Kn^-\-  Lj(H//— K/^^  +  L)(Hc*  — Kr^'  +  L)  =  0; 

mais  comme  H  est  en  facteur  dans  le  résultant  total  obtenu,  do  celte  façon   il  no  faut   prendre  (\uv  le 

produit 

n(Ha*  —  Kfi'  4-  L)(ll//  —  K/y^  4-  L)(Hc*  —  Kc'  -h  L)  =  0. 


(*)  On  peut  ohlcair  immédintcmcnt  rc  plan  eu  rciiiarquaiil  qu'il  est  perpendiculaire  à  la  droile  0|x,  (|ui  jHiut  le  point  0  au  point  ijl. 
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On  oblionl  ainsi  les  quatre  plans     II  =r  0,     x  =  0,     ,'/  =  0,     ;:  =  0  ;     le  plan  de  lindni  coupe  donc  la 
surface  suivant  quatre  droites. 

3"  Il  résulte  de  la  génération  même  de  celle  surface  qu'elle  admet  pour  ligne  double  la  cubique 
gauche  (r),  et  qu'elle  admet  pour  génératrices  rectilignes  toutes  les  cordes  de  celte  cubique,  qui  sont 
vues  du  point  0  sous  un  angle  droit,  et,  en  plus,  la  droite  du  plan  de  linfmi  située  dans  le  plan  H  =  0. 
Elle  n'admet  pas  d'autre  droite;  car  si  elle  en  contenait  une  autre,  D,  tout  plan  passant. par  cette  droite 
couperait  la  surface  suivant  une  cubique  ayant  trois  points  doubles  situés  sur  la  courbe  (r)  ;  par  suile, 
celle  cubique  se  composerait  de  trois  droites,  qui  seraient  aussi  des  cordes  de  la  cubique,  et  qui 
devraient  rencontrer  celles  qui  sont  situées  sur  la  surface  ;  or,  on  sait  que  deux  cordes  d'une  cubique 
gauche  ne  se  renconlrenl  pas.  Il  n'y  a  donc  que  la  droite  signalée,  en  dehors  des  génératrices  de  la 
surface  indiquée  dans  l'énoncé.  11  n'y  a  par  suite  que  les  plans  H  =  C"'  qui  coupent  la  surface  sui- 
vant quatre  droites. 

ESCOT,  il  habaslide-sur-Lhers. 
Honnfi  solution  (1(!  M.  G.  Martinet,  à  Toulouse. 


385.  —  On  considrrc  le  foliinn  de  Descarfes 

.r'  -I-  y^  —  'Saxy  =  0, 
et  In  cercle  voriahle 

x^  ■+-  y^  —  2X(.r  -\-  y)  =  0. 

Trouver  le  lieu  des  poinls  de  coniacl  avec  le  cercle  variable  des  tangentes  communes  au  foliitm  et  an 
cercle  et  construire  ce  lieu. 

On  trouve  facilement  poui'  l'équation  du  folium  en  coordonnées  tangenlielles 

'Aa'^u^v-  —  Aa\u^  -+-  v^}  -+-  Vmhiv  —1=0.  (1) 

La  tangente  au  cercle  au  point  x,  y  est 

(x  —  X)X  +  (,v  —  X)Y  —  X(.r  -h  )/)  =  0. 

En  lenant  compte  de     a- +  ?/-  —  '2l{x-hy)  —  0,     on  a  pour  les  coordonnées  de  celle  tangente  : 

'2x1/  -\-  x'  —  y^  '2x1/  —  .r-  -+■  y- 

y  __  — 


~       (.r  H-  y)[x-  -h  y^)  {x  ■+-  y){x'-  +  y^) 

En  portant  (huis  (1)  ces  valeurs  do  u,  r,  on  a  l'étiualion  du  lieu  : 

(x  +  yy{x-  -h  ?/')''  -h  (>a'{x  -+-  y)-sx''  -+-  y-)-ix'-h  y'  —  <>.i''.'/')  -  \C)a''xy{x  h-  y){x^  -h  »/')[3(.r*  —  »/»)«  -+-  \.r*y^] 

—  3a^{x'  +  y'  —  C>xh/y  —-  0,     (2) 

courbe  du  1:2''  ordre  ayant  l'origine  jiour  poinl  niulliplc  d'ordre  8,  cl  synu'Iritpie  par  rapport  à  la  pre- 
mière l)iss(xlrice. 

11  y  a  à  l'origine  (juatre  laiigenics  (hnihli-s,  les  droites  y  -  (±  1  dz  /^)x.  11  est  facile  do  voir 
(jue  ces  langeules  sont  ilr  rrhrDiissrnirnl.  Va\  ell'el,  [tosons  y  =  /.r.  divisons  par  x  tous  les  termes  de 
ré(|ualion  du  i"  degré  en  x  ohlenue,  et  hiisons  tendre  x  vers  H;  nous  aurons,  en  nt'gligeanl  les  termes 

en  .»■'-  et  .r', 

H\a^t[i  -+-/)(!  4-  /^jl3(l  — /^)'^-H4/«ja;4-3(»\l  +  l''~Gl'y  =  0. 

Eorsque  ,/•  IimuI  veis  0,  on  doil  avoir 

/(l  -1-  t)x  <  0. 


U»4 


(îKOMËTHIL:  A.NAI.YTK)IK 


Nous  iioinniis  donc  plactM-  la  couibo  par  rapport  à  ses  tanj^eiUos  : 

/'  =  1  -F  v/¥ 
pour  /"  =  —  l  +  v/ T    ^  a- <0; 


pour 


/' 


4-1 -/T, 


rr  >  0. 


/'"  =  —  1  -  v/  2 


L'axe  des  x  coupe  la  courbe  aux  points 
X  =:  ±1  n\/^^J^.^  —  ;j,  Taxe  des  y  aux 
points  de  mêmes  ordonnées.  Les  abscisses 
des  points  de  rencontre  avec  la  première 
bissectrice  x  —  y  =  0  sont  los  racines 
de  Téquation 

16a?*  —  24a2cc2  —  16a»a;  —  3a*  =  0, 

ou        lG(^.-r_^yx  +  y 

On  voit  que  le  point     x  =  ?y  = 

est  triple,  bien  qu'il  ne  lui  corresponde 
qu'un  arc  réel.  C'est  la  réunion  d'un  point 
simple  et  d'un  point  isolé  (point  A). 

Asywploles.     a:  +  y  =  0    est  une  direc- 
tion asymptotique  quadruple.  L'équation 
aux  ordonnées  des  asymptotes  est 
rf*  —  Qa^d'  H-  HaH  —  'M'  =  0, 
ou  {d  -+-  Sa){d  —  af  =  0. 

A  l'asymptote    x-i-y  =  n    ne  corres- 
pondent que  deux  arcs  de  courbe  réels. 
Maintenant  coupons  la  courbe  par  la  droite    x-^y  =  a.     A  cet  effet  remplaçons    x-hy    par  n 

dans  ré(|uation  (2),  divisons  par  n\  et  posons     —  =  u-     nous  aurons 

x        '  ' 

4.^"  —  48|Ji'  4-  iOu"  —  16a ■  —  leS.a*  —  16iJi'  +  16.^^  —  48,u  +  A  =  0. 

Cette  équation  admet  deux  fois  la  racine     —  1,    qui  correspond  à  deux  nouveaux  points  rejetés  à 
l'inlini  dans  la  direction    x -h  y  =  0  ;     elle  se  réduit  alors  à  l'équation 

Aix'  —  56.u^  -+-  123|Ji*  —  207|r''  +  i23|JL2  —  o&ii  H-  4  =  0, 

qui  est  réciproque  et  qui  devient 

4À'  — 56X^  +  111), —  i>o  =  0, 

en  posant     ;iH =  À.     Celhî-ci  n'admet  qu'une  racine   réelle.   L'asvmptoto  ne  rencontre   donc  la 

courbe  qu'en  deux  points  réels  à  distance  finie,  et,  pour  ceux  ci,  X  et,  par  suite,  \j.  est  positif;  les  deux 
points  sont  donc  dans  le  premier  angle  des  axes. 

Par  un  calcul  tout  scnihlahlr,  on  verrait  (juc  la  seconde  asymptote  ne  rencontre  pas  la  courbe,  à 
distance  Jinie. 

VASNIER,  lycée  de  Versailles. 
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386.  —  Un  disque  lumineux,  d'éclat  intrinsèque  k  et  de  diamètre  a,  est  placé  perpendiculairement  à 
l'axe  principal  d'une  lentille  et  à  une  distance  p  de  cette  lentille  dont  la  distance  focale  est  f  et  le  dia- 
mètre h.  Calculer  l'éclairement  produit  par  les  rayons  réfractés  sur  un  écran  perpendiculaire  à  l'axe  ot 
placé  à  une  dislance  quelconque,  x,  de  la  lentille. 

Nous  appellerons  S  la  surface  de  la  lentille  et  S  celle  du  disque  lumineux  A. 
Soit,   au  point  M  pour  lequel  nous  cherchons  l'éclairement,  un  élément  de  surface  s  ;  tous  les 

rayons  qui  le  rencontrent  sont 
passés  par   le  conjugué    M', 
de  surface   .s'.  Deux  cas  sont 
à  considérer,  suivant  que  les 
rayons   qui  passent   à  l'inté- 
rieur des  surfaces   s'  et  S  proviennent  tous  du  disque  A  ou  bien  ne  rencontrent  pas  tous  ce  disque. 
Soient  B  et  C  les  sommets  des  cônes  circonscrits  extérieurement  et  intérieurement  aux  cercles  I  et  S, 
B'  et  C  leurs  conjugués.  On  trouve  facilement,  pour  déterminer  les  positions  de  B'  et  de  C,  l'équation 

1   _  j_        l  /         a 
X  ~  f       pK'^  h 
ou  bien,  en  appelant  w  la  surface  apparente,  supposée  petite,  de  la  source  lumineuse  vue  de  la  lontille 

X  f         p         h  \    T, 

Premier  cas.  —  Le  point   M    est  situé  en  dehors  de  Tintervalle    B'C.  Toute  la  lumière  envoyée 

par  S  à  s'  contribue  à  l'éclairement  de  s,  et  la  formule  de  Lambert  donne  pour  celle  quantilt'  de 
lumière,  y  désignant  la  dislance  OM', 

7 


A-Ss' 


^p—u 


:.     7 


L'éclairement  cherché,  r,,  est  égal  à  — .  et  l'on  a  dauîre  pari 


On  en  déduit 


—  =  ^         et 

s         X- 


1 

?/ 


Second  cas.  —  L(;  point  M  est  situé  dans  l'inlervalle  Bl7.  Les  ravDiis  (pii  passt>iil  ;i  riiilérieui'  des 
surfaces  .v'  et  S  ne  provicMUUMil,  dans  ce  cas,  (iu(^  d'une  parlie.  -,  de  la  surface  ï  el  la  ([uanlilc  de 
lumière  efficace  (>st 

l^l's' 


7  = 


Or  ï'  est  d(''leiinin(''  par  la  proportion 


On  en  déduit,  pour  réclairemeni  cherché, 


'-  _  ip-yy 


^-  k 


Cette  expression  montre  ({ue  l'éclairement  est  le  même  que  si  l'on  subsliluail  à  la  lenlille  une  surface 


iDli 


ni  KSnONS   IMKMMISKHS 


\ 
\ 


(11'   iiu'muo  éclat  (|U('    la  souicc.   l'Ile   (loiiiic.    eu   iiarliculiiM',    réchiiicimMil    (iiic  lU'odtiirail  sur  un  ('rrau 

rimayo  A'  do  la  source  A. 

Les  variatiiuis  (lt>  (•,  o(  de  ''..  sont  rcprésenlees  par  les  courbes  ci-joiiiles,  doiil  on  a  poiiilillé  les 

pallies  inutiles. 

On  a  supposé,   dans  loul   ce  ipii  luécèdo,   la  lentille  convergente,  les  dislances  OA    et   OC   plus 

grandes  (|ue  la  distance  focale  et  la  distance  OB  posi- 
tive. Le  lecteur  appli<piei'a  facilement  aux  diverses  cir- 
constances du  problème  la  nu'lliode  iu(Ii(piée. 

Remar(iuons  seulenKMil  ((ue,  si  la  source  lumineuse 
est  indi'dnie,  on  est  toujours  dans  le  second  cas.  Ainsi, 
quand  on  regarde  le  ciel  (»u  une  feuille  de  papier  blanc 
au  travers  d'une  lentille,  l'éclat  de  la  lentille  parait  le 
même  que  celui  des  parties  de  la  source  qu'on  voit  di- 
rectement, si  toutefois  les  pertes  de  lumière  par  ré- 
llcxion  sont  négligeables. 

(^as  du  soleil.  —  Considérons   encore   le   cas   où  la 
source  est  très  éloignée,  comme,  par  exemple,  le  soleil. 
Les  points  H'  et  C  sont  déterminés  par  la  relation 

X  /■  //V      T. 

Léclairement  '',  peut  se  mettre  sous  la  forme  remarquable 

Ci  =  /.'co', 

'-/  désignant  la  surface  apparente  do  l'image  du  soleil  vue  du  point  M. 
L'i'clairemont  ''2  garde  toujours  la  môme  expression. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


403.  —  Par  un  point  donné,  A,  on  mène  les  normales  à  la  surface  représentée  par  l'équation 

z{x-  -h  y-)  =  hxy, 
en  coordonnées  rectangulaires. 

i*>  Prouver  que  les  points  d'incidence  do  ces  normales  sont  situés  sur  une  conique    !'). 

'i"  Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  conique  quand  on   assujettit  son   plan  à  passer  par  un  point  donné  V>. 

3°  Par  le  centre  de  laconique  on  mène  la  perpendiculaire  à  son  plan  ;  trouver  le  nombre  de  ces  perpendicu- 
laires qui  [lassenl  par  un  point  donné  (î.  Quel  est  le  lieu  des  poiids  C  pour  les(pu'ls  deux  des  perpendiculaires 
qui  y  passent  sont  confondues  .' 

4"  Par  le  point  A'  symétrique  du  piiiiit  A  par  raf)port  au  plan  :■().';,  on   mène  la  perpendiculaire  A  au  plan  de 

la  conique  (F  .  Prouver  que  le  produit  de  la  plus  courte  distance  de  cette  droite  à  l'axe  des  :;.  par  la  tanjrente  de 

l'angle  qu'elle  fait  avec  cet  axe,  est  indépendant  de  la  position  du  point  A.  Trouver  la  valeur  de  ce   produit,  et 

trouver  ensuite  le  lieu  des  dioites  A  (|ui  passent  jiar  un   point,  ainsi  tpie   l'enveloppe  de  celles  de  ces  droites  (pu 

sr)nl  dans  un  plan. 

\.  Antomaui. 


404.  TiiKorii  MF.  \  iiKMOMREn.  —  Si  on  coupe  une  courbe  d'ordre  n,  f{x,  y)  =  0,  par  deux  droites  quel- 
concpies,  p  =  0,  (j  z=  0,  et  si  on  joint  respectivement  les  points  de  rencontre  de  la  première  droite  avee  la 
courbe  aux  points  de  rencontre  de  celte  courbe  avec  la  seconde  droite,  ces  deux  groupes  de  n  points  étant  rap- 
portés l'un  à  l'aiitre  d'une  certaine  façon,  arbitraire  d'ailleurs,  et  si  l'on  désigne  enlin  par 

P,  =  0,  Pi  =  n,  ...,  P,.  =  0, 


GËOMËTRIE    ANALYTIQUE  lO" 


les  équations  des  n  nouvelles  droites  ainsi  obtenues,  l'équation    f  x,  //)  =  0    peut  prendre  la  forme 

PiP-.  ...  P„  +  /c.P.Q.^(^,  y,  =  0, 
k  étant  une  certaine  constante,  et    yix,  y)  une  fonction  entière  d'ordre     n  —  2. 

Enoncer  géométriquement  ce  théorème;  en  déduire  des  théorèmes  particuliers,  et  appliquer  aux  quarti<[ues 
et  aux  cubiques. 

405.  On  considère  les  coniques  circonscrites  à  un  parallélogramme  et  tangentes  à  une  droite  A,  et  on 
demande  de  trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment  limité  sur  la  droite  A  par  les  points  de  contact  de  cette  droite 
avec  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  la  touchent,  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  Quand  la  droite  A  se  meut  i)arallèlement  à  elle-même  ; 

2'^  Quand  la  droite  A  passe  par  un  point  tixe. 

Dans  le  premier  cas,  le  lieu  est  une  conique.  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  cette  conique,  quand  la  direc- 
tion de  A  varie,  et  le  heu  de  ses  foyers. 

Dans  le  second  cas,  le  lieu  est  une  cubique  à  point  double.  Construire  cette  courbe.  Trouver  pour  quelles 
positions  du  point  fixe  donné  elle  se  décompose  en  une  droite  et  une  conique. 

G.  Maupin. 

406.  —  Le  globe  terrestre  étant  supposé  entièrement  fluide,  sphérique,  immobile  et  formé  de  couches 
concentriques  homogènes,  évaluer  la  pression  au  centre  : 

lo  en  unités  G.  G.  S.  ; 
2"  en  atmosphères  normales. 

Rayon  du  globe  terrestre  supposé  sphérique  :  R  =  6371100  mètres.  Masse  spécifique  à  une  distance  x 
du  centre,  d'après  la  formule  de  Roche, 

,.=   ,,),6fl_4--fl 


R^ 
On  supposera  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  surface  partout  égale  à  l'accélération  normale  0b;0,6. 


DEUXIEME     PARTIE 
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383.  —  On  lionne  un  rrrric,  deuv  points  A  *'/  U  sur  en  crrch'  t'I  un  point  V  rn  dr/mrs.  /*iir  le  point  V 
on  mène  nnr  srrantc  (/nriront/ni'  PGI>,  jinis  li's  dfoitrs  AG  '7  HD,  i/ni  sr  CDUpriil  nu  puint  M  ;  trouver  Ir 
liru  du  point   M. 

Cl'  lii'ii  l'sl  uni'  rouiijUi';  discutrr  lu  nalun'  dr  rrttc  coui<iui',  rn  sujiposnnt  <jui'  Ir  poiiil  V  sr 
dépluiw  diins  Ir  pliin. 

Solution  analytique.  —  IMmons  pour  axe  (l(>s  j-  la  droite  \U  ol  pour  a\o  (lt>s  »/  unt^  porpcn- 
(liculair(>  passant  par  le  inilicn  du  sc^lîiikmiI  AU  ;  en  ilt'siirnaiil  par  u  l'aliscissc  du  point  A.  ItMiualion  dn 
cercle  est 

x--^  -^  ,'/'  — 2A.»/  —  Il-  -^  0. 

Vi\o  srcaiito  ([U(>lcou<|U(^  passant  par  le  point  P(a,  P)  a  pour  équation 

,'/  —  P  —  "'('^  —  ^)  =  ^^ 
ol  r(>(|un(ion  i;('Miéralc  dos  coiii(|nos  (|ni  passiMil  par  los  puinN    A   cl    15.   et  par  h^s  points  C  o\   H  m'i  !« 
sécanli»  n'iicontie  le  ccm'cIo,  es! 

/■(a-,  y)  =  X(x^  4-  if  —  "21)1/  —  (i^)-\-  -^y^mx  —  y-hp  —  "ta)  =  0. 
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Los  coonli'iuit't's  (l'nn  ci'ulrc    M    de  si'canles  cDiniunnos  à  ces  coiii([nos  yrridcronl   les   (''(|nalions 

1      r, 

-—fx  =  Kr-\-nii/  --=  0, 

i 

—  /;  =  /(?/  —  h)  -f-  vi.v  —  2;/  -H  p  -  VIOL  =  0, 

1  f",  =  -  ){lni  +  .r^)+  vfp  -  ma)  =  0. 

Kn  éliminant  X  el  ?»  cnire  ces  trois  rqualions,  on  aura  l'iMinalion  du  liru. 
I,i's  doux  (liM'nitTPs  pouvont  s'écrire 

V  II  —  //)  +  m(x —  a)  =  2i/  —  jî, 

)>(/>(/  -+-  a-)  H-  7Ua)/  =  Py  ; 
dantri'  paii,  la  première  tloune 

X  m 


lin  en  dtMiuil 


ou 


)>(//  —  //)  +  m[x  —  a)        À(//y  4-  a')  +  moLij 


î/vî/  —  ^O  —  ^{^  —  ^)     ?/('■','/  +  '^'^)  "  ^-^y 

ce  qui  s'écrit  y[^x-  +  (26  —  ^)if  —  2olxij  +  2ahj  —  a^-<^]=^0. 

Le  lieu  se  compose  dune  conique  et  de  la  droite  AB  ;  en  réalité  cette  droite  a  été  introduite  par  la 
façon  même  dont  nous  avons  résolu  la  question  ;  il  est  clair,  en  effet,  que  le  point  do  rencontre  de  AB 
el  de  CD  est  un  centre  de  sécantes  communes  aux  coniques  qui  passent  par  les  points  A,  B,  C,  I), 
mais  ce  point  n'est  pas  un  point  du  lieu  tel  qu'il  a  été  défini. 

Le  lieu  est  donc  une  conique  qui  a  pour  équation 

^x'-  +  {U  —  ^)xf  —  ioLxy  +  2a-//  —  a^^  =  0. 

La  nature  de  cette  conique  dépend  du  signe  de  l'expression 

p(2/>  _  p)  —  a2 
OU  -(a2-4-p^)  +  26p. 

Or  l'équation  a;^  4-  y-  —  2/^7  =  0 

représente  un  cercle  S  concentrique  au  cercle  donné  et  tangent  à  la  droite  AB  ;  l'expression  à  étudier 
est  positive,  négative  ou  nulle,  selon  que  le  point  P  est  situé  à  l'intérieur,  à  l'extérieur  ou  sur  la  cir- 
conférence du  cercle  S. 

De  plus,  l'éfiuation  représente  deux  droites  si  le  discriminant  du  premier  membre  de  l'é^iuation 
est  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

Celte  condition  exprime  que  le  point  P  est  situé  ou  sur  la  droite  AB  ou  sur  le  cercle  donné. 

On  voit  donc  que  si  le  point  P  est  situé  en  dehors  du  cercle  S,  le  lieu  est  une  hyperbole;  dans  le 
cas  où  le  point  P  est  sur  le  cercle  donné,  l'hyperbole  se  réduit  aux  droites  PA  et  PB,  et  si  le  point  P  est 
sur  AB,  l'hyperbole  se  décompose  en  deux  droites,  dont  l'une  est  AB. 

Si  le  point  P  est  sur  le  cercle  S,  le  lieu  est  une  vraie  parabole,  excepté  si  le  point  P  est  au  point 
de  contact  du  cercle  S  et  de  AB,  c'esl-à-dire  à  l'origine;  dans  ce  cas  particulier,  le  lieu  se  réduit  à  la 
droite  AB  et  à  une  pqrallèle  à  cette  droite. 

Enfin  si  le  point  P  est  à  l'intérieur  du  cercle  S,  le  lieu  est  une  ellipse  réelle,  tpii  est  un  cercle  dans 

le  cas  où  le  point  P  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  S. 

E.  N.  BAIUSIEN. 

Solution  géométrique.  —  Ln  lion  (hi  point  M  peut  être  envisagé  comme  engendré  par  rintcrsection  des 
rayons  liumologu"'»  de   deux  laisce.iux  liomograplii([UCs,  ayant  pour  sonunels  A   el  lî  :  car,  à  une  droite  AM,  en 
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correspond  évidemment  une  et  une  seule  BM,  telle  que  les  points  G  et  D  où  ces  droites  coupent  le  cercle  soient 
en  ligne  droite  avec  P. 

De  là  résulte  que  le  lieu  de  .AI  est  une  conique  passant  par  A  et  B. 

Clierchons  les  points  à  l'infini  de  celte  conique.  Le  problème  consiste  à  mener  par  P  une  sécante  PCD' 
telle  que  AC  et  BD'  soient  parallèles;  la  corde  CD'  est  alors  égale  à  AB.  Donc  la  droite  PCD'  est  tangente 
au  cercle  S  concentrique  au  cercle  donné  et  tangent  à  AIL 

Par  conséquent,  pour  obtenir  les  points  du  lieu  à  l'infini  on  mène  par  P  les  tangentes  au  cercle  S,  puis  on 
joint  respectivement  à  A  et  à  B  les  points  de  rencontre,  convenablement  choisis,  de  ces  droites  avec  le  cercle 
donné. 

Le  lieu  du  point  M  est  alors  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole,  suivant  que  P  est  situé  à  l'exté- 
rieur, à  l'intérieur  ou  sur  la  circonférence  du  cercle  S. 

Remarques.  —  1"  La  tangente  en  A  au  lieu  est  la  droite  du  faisceau  A  qui  correspond  à  la  droite  rL\  du 
faisceau  B  :  c'est  donc  la  droite  AP.  De  même  BP  est  la  tangente  en  B  au  lieu. 

2"  Le  lieu  se  réduit  à  une  droite,  dans  le  cas  où  la  droite  AB  se  correspond  à  elle-même  dans  les  deux 
faisceaux  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  P  soit  sur  AB. 

Dans  ce  cas,  on  voit  aisément  que  le  lieu  du  point  M  est  la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle  donné. 

3"  Menons  du  point  P  les  tangentes  PCD'  et  PCD"  au  cercle  S  ;  l'angle  aigu 
des  asymptotes  du  lieu  est  CAC,  il  est  égal  à  la  moitié  du  supplément  de  l'angle 
formé  par  les  tangentes  issues  du  point  P  au  cercle  S. 

Par  suite,  ({uand  le  point   P    est  à  l'infini,  le  lieu  est  une  hsperbole  écjuilalère. 
P   se  rapprochant  du  centre  du  cercle  donné,  l'angle  aigu  des  asymptotes  du 
lieu  va  en  diminuant;  pour  tous  les  points    P   d'un  cercle  concentrique  au  cercle 
donné,  les  coniques,  lieux  de    M,    ont  même  angle  d'asymptotes,  elles  sont  sem- 
blables. 

Dans  le  cas  où  le  point   P   est  sur  le  cercle  donné,  le  lieu  se  réduit  aux  droites 

PA  et  PB. 

4"  Les  considérations  j)récé(l('iites  ne  s'ap[)li(iu('nt  j)lus  au  cas  où  le  point  P  est  intérieur  au  cercle  S,  puistiuc 

le  lieu  est  alors  une  ellipse.  Mais  on  sait  que  le  cosinus  de  l'angle  des  asymptotes  d'une  ellipse  est  réel  ;  de  plus, 

le  cosinus  de  l'angle  des  asymptotes  d'une  conique  (hyperbole  ou  ellipse;  varie  en  sens  contraire  de  l'excentricité. 

11  est  naturel  d'admettre  que  la  loi  de  variation  de  ce  cosinus,  démontrée  dans  le  cas  où  le  lieu  est  une 

hyperbole,  subsiste  lorsque  ce  lieu  est  une  elli[)se. 

Cette  excentricité  est  la  même  pour  tous  les  points  P  équidislanls  du  cercle  donné  ;  elle  diminue  on  même 
tcmj)s  que  la  distance  de  P  au  centre  du  cercle. 

Elle  est  égale  à  \f2  quand  P  est  à  l'infini  ;  elle  est  nulle  (juand  V  est  au  centre  du  cercle  donné  :  le  lieu  de 
M  est  alors  un  cercle;  on  s'en  assure  directement  en  remarquant  tjue  l'angle  AMB  est  consUmt. 

Lucien  SUEUK,  élève  à  l'école  normale  supérieure,  soldat  au  113*  do  ligne. 

Celle  question  a  été  résohu;  par  MM.  Victor  Deutrand,  répétiteur  au  lycée  de  Douai  ;  de  Fhance,  lycée  de  Vt'r«;ai!los  ; 
Pem.etueaii,  lycée  Saint-Louis  ;  (J.  Veivgno.n,  à  Lagardo  ;  L.  Hailly,  lycée  de  Dijon  ;  Louis  ('iiomaui»,  poiisioniiat  Saint-Louis, 
à  Saint-Eliennc. 


387.  —  Lli'u  du  sommrl  dr  raiti/h'  droit  irini  Irianglf  rrcltnttjli'  dmil  riit//)Oli''iiusi'  a  titi,'  loiniuriir 
cuiislanlc  cl  parcourt  uur  drailc  dairurc,  taudis  (lur  l'un  drs  r()trs  dr  riunjlr  droit  tnurur  autnur  d'uu  jxdut 
fixa. 

Prenons  deux  axes  reclanj^-ulaires  passant  [>ai'  le  [toiul  lixe  0,  l'axe  des  7  elaul  [larailele  à  la 
(iioile  A;  pour  ciinsiriiii'e  un  lriani;l(!  rectangle  répondant  à  la  iiueslion.  on  mène  par  le  poini  (i  une 
droite  (iuelcon(|ue  rencontrant  A  en  un  point  .\,  ou  prend  sur  celle  ilroili>  une  longueur  AB  ouah^  à  la 
longueur  donnée,  puis  du  point  H  ou  abaisse  une  piMpendiculaire  sur  ().\,  le  pied  de  eelle  perpendicu- 
laire est  un  point  M  du  lieu. 

On  peut  porliU"  la  longueur  donnée  sur  la  ilioite  A  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  Houx  géoni»^- 
Iriciues  oblenus  dans  l'un  el  l'autre  cas  seront  symétriques  par  ia]i[torl  à  O.r,  il  suffira  d'éludier  Vuu 
d'eux . 

Soient  (I  l'abscisse  de  A  et  /;  la  longueur  de  l'IiNpolénuse  ;  la  dridle  0.\  a  [lour  ei|Ualiou 

1/  —  ni.i  =  0  ; 


no 
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lo  point    l>   a  pour  uriloniu'o     ma-}- h,     el  la  porpciuliculaiit'  meiuM»  de  ce  point  à   ().\    est  roprésciilée 

par  riMiualioii 

Il  —  ma  —  //  = [x  —  (i). 

m 

Kn  élimiiiaul  m  entre  ces  deux 

équations,  ou  a  l'éciuation  du  lieu. 

On  trouve  aisément 

x'x^  -+-  y^)  —  a{x^  -+-  y-)  —  hxy  =  0, 

tMpialion  (jui  représente  une  cubique 
circulaire  qui  a  un  i)oinl  double  à 
l'origine. 

En  supposant  a  et  h  positifs,  le 
point  double  sera  réel  et  ii  tan- 
gentes distinctes  si  h  ^"ia;  si 
h  =  2a,  on  a  un  point  de  rebrous- 
sement  ;  enlin  si  h  <  2a,  le  point 
double  est  isolé. 

La  droite   a  est  asymptote,  et 

en  écrivant  l'équation  du  lieu  sous 

la  forme 
(.r  —  a){x^  -h  y')  —  bxij  =  0, 

on  a  aisément  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote. 

On  construira  la  courbe  en  posant     y  —  /a',     et  on  obtiendra  les  formes  ci-contre. 

Pierre  SABOT,  pensionnat  de  Valbenoite,  à  Saint-Etienne. 

Solution  géométrique.  —  La  droite  menée  par  le  point  A  perpendiculaireineiiL  à  OA  enveloppe  une 
p  ual)ole  P  ayant  le  iioint  0  pour  fojer  ella  droite  A  pour  tangente  au  soniuiel;  par 
conséquent  la  droite  1>M  enveloppe  aussi  une  parabole  P'  obtenue  en  imprimant  à  la 
parabole  P  une  translation  égale  et  parallèle  à  AB.  La  parabole  P'  aura  donc  pour 
foyer  le  point  0'    (00'  =  AB)    et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  A. 

Il  en  résulte  que  le  point  M  décrit  la  podaire  de  la  parabole  P'  par  rapport  au 
|iuint  0  ;  celte  courl)e  est,  comme  on  sait,  une  cubicpu'  circulaire  ayant  pour  asynq)tole 
la  droite  A.  Le  point  0  est  un  point  double  de  cette  podaire,  les  tangentes  en  ce  point 
sont  perpendiculaires  aux  tangentes  issues  du  même  point  à  la  parabole  P'.  Or  pour 
que  ces  dernières  tangentes  soient  réelles,  il  faut  que  le  point  0  soit  extérieur  à  P', 
c'est-cà-dire  que  la  distance  de  ce  point  au  foyer  soit  supérieure  à  sa  distance  à  la  direc- 
trice, ce  (jui  donne  la  condition  b  >  -la,  en  conservant  les  notations  de  la  solution 
précédente.  Si  le  point  0  est  sur  la  parabole  P',  le  lieu  est  une  cissoïde  oblique,  et 
onlin  si  le  point  0  est  à  l'intérieur,  le  point  double  est  isolé. 

\ictor  BLBTPiANI),  répétiteur  au  lycée  de  Douai. 

Ont  n'sobi  la  menu;  (|utstion  :  MM.  E.-N.  Uaiusik.n  ;  Henri  Iîonnaui),  surveillant  général  au  lyi-ée  di;  iîonieanx  ;  Korc.iiii. 
ri'l»élitour  au  lycéf  de  Mont  <lc-Maisan  ;  A.  Latiieaux,  lycée  de  lîesant;on  ;  pK(;oiuKn,  répélittun-  an  colléfçe  de  Cette  ;  (icorgcs- 
-Aifred  l*oin.i,i.viiT,  à  Joigny  Yonne;;  L.  lUu.i.v,  lycée  de  Dijon;  Lonis  Ciiomaiid,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Klienne  ; 
GiiATiK.N,  l)it'-e  S;iint-Louis  ;  Maiiti.net,  lycée  de  Toulouse  ;  d.  YEnusoN,  h  Lagarde. 


388.    —  On  tinnnr  \t)>r  parnliolr  i:l  vu  ci-rrh'  (lytiiil  smi  ccnlrn  sur  l'axf.   Tnnicfr  h:  lieu  du  jjuiiil  di, 
rencotlli'i'  (/<■>  tinniinh.s  a  In  innnlxtlr  nnx  jioinls  nii  i-llc  rs(  couj/rr  prir  uni'.  Inni/fiilc  nu  cercle. 


Soient 


r 


2jjx  =  0, 


{x  —  ay-{-y^  —  lV  =  0 
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les  équations  de  la  parabole  et  du  cercle  ;  une  tangente  quelconque  à  ce  cercle  a  pour  équation 

{x  —  a)  cos  o  -\-  y  sin  cp  —  R  =  0. 
Les  normales  à  la  parabole  aux  points  de  rencontre  avec  celte  tangente  se  coupent  en  un  point    M 
dont  nous  déterminerons  les  coordonnées    a,  p   en  écrivant  que  la  tangente  au  cercle  rencontre  aux 
mêmes  points  la  parabole  et  l'hyperbole  aux  pieds  des  normales  issues  du  point  M. 

Les  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  la  tangente  et  de  la  parabole  sont  les  racines  de  léquatiun 

ij^  cos  cp  H-  'ipy  sin  o  —  '^p[a  cos  o  +  R)  =  0.  (1) 

D'autre  part,  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  M  a  pour  équation 

•^■.y  — ?/(«  — ?^)  — pp  =  0, 

et  les  ordoimées  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  tangente  au  cercle  sont  déterminées 

par  l'équation 

y'^  sin  ci  +  ?y[(a  —  a  — p)  cos  cp  —  R]  -^  p'^  cos  'f  =  U.  (2) 

Pour  que  les  équations  (I)  et  (2)  aient  les  mêmes  racines,  il  faut  que  Ton  ait 

sin  cp       (a  —  a  —  ;i)  cos  <p  —  R  p'fi  cos  o 

cos  tp  2p  sin  o  —  2p{a  cos  cp  +  R) 

Ces  équations  donnent  immédiatement  a  et  p, 

{a  —  p)  cos^  cp  H-  R  cos  cp  -h  2p  —  2  sin  cp(a  cos  o  ■+-  R) 

a   =    • 1  p   rr:   '- ■ '■ . 

COS"*  cp  COS^  cp 

En  transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  l'axe    Ox   qui  a  pour  abscisse    a  —  p,     les 

coordonnées  x  et  //  d'un  point  du  lieu  deviennent 

R  cos  cp  4-  2/;                        —  2  sin  ^(a  cos  cf  -h  R) 
^  = \ '  ?/  =  '-^ ■  ■ 

COS^  cp  cos-  cp 

2/  1  —  /- 

On  peut  remplacer  dans  ces  relations  sin  cp  par et  cos  cp  par ; ,    et  l'on  voit  ainsi  que 

1  -i-  /-  '  1  -t-  /- 

le  lieu  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré. 

Pour  construire  cette  courbe  on  peut  conserver  le  paramètre  cp  et  le  faire  varier  de  0  à  Stt;  or,  en 
changeant  cp  en  — cp,  x  ne  change  pas,  //  change  de  signe;  la  courbe  est  donc  symétrique  par 
rapport  à  Ox. 

Il  suflira,  par  suite,  de  faire  varier  cp  de  0  à  tt,  et  de  prendre  la  symétrique  de  la  portion  do  courbe 
obtenue  par  rapport  à  Ox. 

En  prenant  les  dérivées  de  x  et  de  y  par  rapport  à  cp,  on  a 

dx        (R  cos  cp  -h  4/;)  sin  cp 
(h  cos''  cp 

dy    _  2(  R  cos-  tp  —  a  cos  cp  —  2R) 
rfcp  cos''  cp 

Pour  discuter  la  forme  de  la  courbe  il  faudrait  comparer  les  diiïérenlcs  valeurs  remarquables  do 
cp,  pour  les(iuelles  x,  y  et  leurs  dérivées  s'animlenl  ;  nous  nous  bornerons  à  examiner  un  seul  cas.  odui 
où  l'on  a 

U<a<R,  4y*  <  R. 

Dans    cette    hypothèse,    les   deux    racines   du    numérateur   de    ~—    soûl   extérieures    à    l'intervalle 

( — 1,     -hl)     et  ne  sont  pas  à  considérer;  y  est  conslannneni  négalir.  (|uanii  .,  vai'i(>  di'  0  à  -.  De  plus, 

il  existe  deux  angles  oblus  a  et  p  délinis  par  les  équations 

2/>                                     Ap 
cos  a  = —  ,  COS  P  = ~  ; 

le  prtMuier  de  ces  angles  aimulc  .c,  cl  l'autre    — ,— • 


Il 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


Nous  allions  donc  le  lahliMU  dt»  valonrs  suivant  : 


0 


'■Ip  -+-  U       croit       4-  X 
0  ilécioil     —  X 


y 


o 


-+-  £ 


-f- X        (U'croil       0        uécioil       — -—      cmiL       -lii  —  \{ 

Hp 


croît 


0 


et  la  lornie  de  courbe  ci- contre. 

Les  branches  infinies  sont   paral)(ilii|ues,  les  coeiïicienls  angulaires 

^   R 

des  directions  asyniptotuiues  sont     ih 

L.  RAILLV,  lycée  de  Dijon. 

Ont  résolu  la  mùmi'  (iiicslioii  :  MM.  FouciiÉ,  rép6titonr  au  lycée  de  Moiit-de-Marsan  ; 
II.  (iiiATiKN.  lycrc;  Saiiil-Louis  ;  A.  L.\uhe.\u.\,  lycée  do  Besançon;  G.  Maiiti.net,  lycée  de 
Tdulouse  ;  Vas.meu,  Ivcée  di'  Versailles. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


407.  — On  considère  un  rectangle  ABCD,  dont  les  côtés  sont  respeclivement  parallèles  aux  axes  de  coordon- 
nées, et  dont  les  diagonales  passent  par  l'origine.  L'un  des  sommets  A  de  ce  rectangle  a  pour  coordonnées  a,  b. 

1.  Trouver  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  trois  autres  sommets   B,  C,  D 
de  ce  rectangle.  Lieu  des  centres  de  ces  hyperboles. 

2.  Par  l'origine  des  coordonnées,  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes.  Chacune  de  ces  parallèles  rencontre 
l'hyperbole  en  un  point;  soient  M  et  iN  ces  deux  points,  lùiuation  de  la  droite  MN. 

'  3.  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  de   MX   avec  la  ligne    PQ,    qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes 
issues  de  A . 

4.  On  prend  l'une  quelconque  des  hyperboles  précédentes  ;  le  diamètre  de  cette  hyperbole  qui  passe  par  le 
puint    i'.[—a,    —  b),    rencontre  la  ligne  MN  en  R,  et  Pn  en  S.  On  demande  le  lieu  de  R  et  le  lieu  de  S. 

A.    MOKEL. 

408.  -  On  demande  de  démontrer  que  les  trois  racines  de  l'équation 

a;-'  +  21px^  -+-qx-{-  9pq  —  14o8p-'  =  0 
sont  en  progression  arithmétique,  et  de  résoudre  cette  équation. 


M.  Fevre,  à  Paris. 


409.  —  Trouver  la  relalirn  qui  doit  exister  entre  les  coeflicients  du  polynôme 

ax^  +  bx-  -+-CX  -h  cl 
pour  qu'il  admette  un  diviseur  du  second  degré  de  la  forme    x-  —  lx-hiJ-    qui,  lorsqu'on  y  donne  à  x  la  valeur 
de   la  racine   (|ui  n';iimule   pas  ce  diviseur,  prenne    la   valeur  de  cette   racine.  Trouver,  dans  ce  cas,  les   trois 
racines  du  [)olynoiiie. 

410.  —  Trouver  les  relations  (jui  doivent  exister  entre  les  cocl'licients  du  polynôme 

eu:''  -+-  bx'-^  -f-  ca;2  -\- dx  +  f 
pour  qu'il  a<lmctle  un  diviseur  du  second  degré,     x-  —  )jc-ir\i,     qui  prenne  les  valeurs  des  deux  racines  qui  w. 
l'annulent  pas,  •;  et  o,  quand  on  y  fait    a;  =  y     ^^     a;  =  o     ou     x  =  r,     et     x  =  -(. 
Trouver,  dans  ces  deux  cas,  les  racines  du  polynôme. 


h:  ntidaclrnr-(',i-rniil   :   11.    VUIRERT. 


BAR-LE-bUC.  —    IMP.    COMTE  JACQUET. 
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384.  —  D'un  point  P  on  mène  les  normales  à  un  ellipsoïde  et  par  les  pieds  de  ces  normales,  les  plans 
tangents. 

/o  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  S  tangentes  à  ces  plans. 

2'^  Parmi  ces  quadriques  S,  on  considère  celles  qui  sont  concenlritjnes  à  i ellipsoïde  ;  trouver  le  lieu  des 
axes  de  ces  quadriques. 

3*^  Trouver  le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  les  quadriques  S  sont  de  révolution  et  sont  concentriques 
à  l'ellipsoïde. 

Prenons  pour  axes  les  axes  principaux  de  rellipsoïde  ;  désignons  par   a,  p,  v   les  coordonnées  du 

point  P,  par 

ahi"^  +  bw-  -\-  cHv'-  —  ;)2  =  0  (1) 

l'équation  tangentiellc  de  rellipsoïde,  et  par  i<,  v,  w,  p  les  coordonnées  de  l'un  des  plans  tangents  ù 

rellipsoïde  au  pied  de  l'une  des  six  normales  issues  du  point  P.  Les  coordonnées  du  point  de  contact 

1           1             .     /«       fv      f'w                           cL^u                   b^v                  c-tr  ....  ,    ,  , 

de  ce  plan  sont     —^     —,     —  -,    ou     x  = ,    y  — >    ::  = <      d  autre  part,  la  normale 

/;   /;   /;  p    -^       p  v 

envisagée  étant  perpendiculaire  au  plan  («,  u,  «?,  y>),  a  pour  i)urami'trt^s  (lircclcurs  »,  v,  w  :  olh'  a  doue 

px  +  a^u       py-hb^v       pz  +  c-w      ,,     ,  ,  ,.  ..     i     -, 

pour  équations     =  -^ = 11  n  y  a  plus  qu  a  exprimer  que  cellt>  droite  passe 

au  point  (a,  p,  •()  pour  avoir  les  autres  relations  que  doivent  vérifier   «,  r,  i(\  p  ;   on  (d)lienl  ainsi 

(c-  —  a^)wu  -\- p{uy  —  «'a)  =z  0,     S  (i) 

{<i^  —  b^)ut)  -h  />{vx  —  n^)  =  0;     } 

les  coordonnées  ?<,  y,  u\  p  satisfoni  donc  aux  quatre  éciuations  (1)  et  (2). 

On  sait  d'ailleurs  (jne  l'éciuation  tangenliell(>  des  ((uadriiiues  tangentes  fi  six  plans  contient  linéaire- 
ment trois  paramètres  arbitraires  el  s'obtient  en  combinant  liuéairenu'nt  les  équations  de  quatre  sur- 
faces de  seconde  classe  tangentes  à  ces  six  plans  ;  l'tuiuation  générale  des  surfaces  considérées  est  donc 

a^u^  4-  Irv-  +  f-/<'*  —  //-  -H  2|Ji[(A*  —  c^)vw-^p{w'^  —  V'{)\ 
+  2v[(c2  — (/");<'» -4- y;(»Y  —  »'='^l  -\-'i?\[a-  —  b-)uv-\-p{v%  —  u^)]  =  0,  (3) 

\x.,  V,  p  étant  trois  paramétres  arbitraires. 

1"  Le  centre  d'une  quadri([ue  est  le  piMe  du  plan  ilc  l'inlini  ,0,  0,  0,  \  :  re((uatii«n  du  centre  dune 
ipiadriciue  dont  l'équation  tangentiolle  est     f\u,  r,  i(\  p)   -  D,     est  alors 

or       ()f       i)f     or      ,,  Of 

0,-4-0-^ -1-0  / -f-^  =  0  ou  r- = '^• 

Ou         Oo         Oic       Op  Op 
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V.n  appli(iuaiil  ci'  calcul  à  roiiualion  (3),  on  a  de  suite  riWjuation  du  ccnlic  de  la  surface  (;x,  v,  p) 
jji(h'P  —  dy)-!- v(j*Y        /ra) -h  p(ua  — y<3)  —  j)  =  (), 
î<(pP  —  vy)  +  «([JiY  —  pa)-h //'(va  —  ix^) -{- p  =  0; 
les  coordonnées  du  ciMilrc»  de  cette  surface  sont  donc 

X  =  p^  —  vY,  y  =  ii'(  —  poL,  r  =  va  —  (ji|i; 

en  multipliant  ces  équations  par  a,  i,  y  et  les  ajoutant  ensuite,  on  élimine  ;jt,  v,  p  ;  il  y  a  donc  un  lieu 
de  centres  et  ce  lieu  est  le  plan 

a./-  -h   ^ij  -f-  ';z   =  0.  (4) 

2°  Si  Ion  veut  ([ue  le  centre  soil  <î  ToriLiine,  il  faut  annuler  les  trois  expressions     p^ — /y,     i^y  —  P^i 
va  —  [jtji  ;     on  obtient 


K 


et  les  tiois  paramrlres  arbitraires,  |jt,  v,  p,  se  réduisent  à  un  seul,  À.  L'équation  (3)  devient  alors 

l  {a^u-  +  bH-  -+-  cHc-  —jf-)  +  2Au/r  +  2I3/i'M  -\-  2Cwu  =  0,  (5) 

avec  les  notations  abrégées 

A  =  {/>2_c2)a,  B  =  (6-2  — fl2)^^  C  =  (a2  — ^*2)y. 

Nous  exprimerons  qu'un  point  M  (a?,  y,  2)  est  un  point  d'un  axe,  en  exprimant  qu'il  est  le  pôle  d'un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  OM.  Si  nous  désignons  par  F(i/,  y,  //',  p)  =  0  l'équation  (3)  et  par  u,  y,  w,p 
les  coordonnées  du  plan  polaire  de  M,  nous  aurons 

F'  F'  F' 


"  =  1^, 


F' 


et 


X  ~   y   ~    z    ~ 


dès  lors,  nous  formerons  les  trois  premières  équations,  nous  y  remplacerons  m,  v,  w  par  Ox,  Oj/,  Oc,  et 

nous  n'aurons  plus  qu'à  éliminer  p^  0,  À  entre  les  trois  équations  obtenues  ainsi.  Or  ces  trois  équations 

sont 

Ol.a^x-hpl.x-\-(i{Cy-\-Bz)  =  0,     \ 

OX .  h'y  -h  ;A .  7/  -h  0  (Cx  -+-  Az)  =  0 ,     |  (6) 

OX.c^c  4-;;X.::  +  0(Ai/-|-Bx-j  =  0;     1 

elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  OX,  pi  et  0  ;  elles  doivent  avoir  une  solution  non  nulle, 
puisque  déjà  0  n'est  pas  nul,  attendu  que  0=0  entraînerait  u  =  v  =  îo  =^  0,  et  que  le  plan  passant 
alors  à  l'origine  ne  serait  pas  le  j)lan  polaire  d'un  jjoint  ({uelconque  de  l'un  des  axes;  donc  leur  déter- 
minant doit  être  nul 

li-x  X  ^y  ~+"  f^- 

O^y  y  Cx  -+-  \y       =  0. 

c^z  z  \y  -+-  \ix 

Telle  est  l'équation  du  lieu  des  axes.  Elle  s'écrit  plus  simplement. 


aa,-  S?/^  Y-" 

—  (py  -h  Y=)  H-  '-^  («^  +  '(Z)  -I-  -u.  (aa-  +  ^y)  =  0. 


(7) 


Cette  équation  représente  un  cône  du  troisirnic  ordre,  (pii  contient  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde. 

3'  l'uiir  n'^uiiilif  la  troisième  pailic,  il  sullil  dr  1  riiiar(|iicr  (pie  les  équations  (0)  dét(M'minent   les 

Xy/ 

axes  de  la  surface  (aj,  quand  le  ra[)port  —  est  choisi  de  façon  (|u'clles  aient  une  solution  commune  non 
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nulle  par  rapport  à  a?,  y,  z.  On  exprimera  donc  que  la  surface  est  de  révolution,  en  déterminant  ce  rap- 
port de  façon  que  les  trois  équations  (0)  représentent  le  môme  plan.  Les  relations  qui  expriment  ce  fait 
s'obtiennent  en  annulant  les  six  déterminants  du  second  ordre  formés  avec  les  équations  (6;  ;  on  a  ainsi 

ip  +  h^jip  -\-  c'-())l'  —  A262  =  0,  k{p  +  a^OyX  —  BCO  =  0, 

[p  H_  cH){p  +  a%l^  —  B^e2  =  0,  B(/j  -f-  //0/a  —  CAO  =  0, 

(/j  +  a20j(p  4- /^-'OjÀ^  —  C^e2  =  0,  G(7J+c='0)À  — ABO  =0. 

Si  aucune  des  lettres  A,  B,  G  ne  représente  un  nombre  nul,  les  relations  de  la  seconde  colonne  suf- 
fisent à  entraîner  le  système,  et  le  lieu  des  points  a,  j3,  y  s'obtient  en  éliminant  ;m,  OÀ  et  0  entre  ces 
relations  ;  on  a  ainsi  l'équation 


ko" 

A 

BC 

B62 

B 

CA 

Cc'- 

G 

AB 

=  0, 

Gc'-  G  AB 

qui  peut  s'écrire 

(c2  —  a'}[a^  —  h^)^Y  -+-  («^  —  ^''W  —  c')fa'  -^  (*'  —  c')(c2  —  a})^^'^''  =  0.  (8) 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  Elle  représente  un  cône  du  quatrième  ordre  ayant  pour  lignes  doubles  les 
trois  axes  de  coordonnées. 

Si  l'on  annule  l'un  des  nombres  a,  p,  y,  on  ne  trouve  aucune  solution  nouvelle,  car  on  voit  aisé- 
ment qu'un  autre  de  ces  nombres  doit  être  nul,  et  l'on  obtient  à  nouveau  les  trois  axes  de  coordonnées, 
qui  sont  compris  dans  le  lieu  précédent. 

Sdlulioii  iuialoguc  par  M.  Vasnikh  (lycée  de  Versailles). 

Solution  dillérenle  el  excelleule  de  M.  Victor  liKUTiuNn,  répétiteur  au  lycée  de  Douai  :  solution  analogue,  excellente  aussi,  de 
M.  F.  Taratte,  à  Evreux. 

Remarques  géométriques. —  Soit  A  le  point  d'où  sont  issues  les  normales  à  la  qnadrique  G,  dont 
nous  désignerons  les  axes  par  OX,  OY,  OZ.  Considérons  les  plans  tangents  menés  à  la  quadriquo  par  les  pieds  des 
six  normales  issues  de  A  ;  et  les  surfaces  de  seconde  classe  :i  tangentes  à  ces  six  plans.  Les  surlaces  forment  un 
système  langentiel  à  trois  paramètres,  qui  sera  défini  par  quatre  surfaces  de  seconde  classe  de  ce  système  (à  con- 
dition (|ue  ces  quatre  surfaces  ne  fassent  pas  partie  d"un  système  langentiel  d'ordre  moindre). 

(Cherchons  quatre  surfaces  définissant  le  système  il.  Pour  cela,  considérons  les  six  droites  de  section  des 
plans  tangents  par  un  des  plans  principaux,  XOY  par  exenqde  ;  nous  allons  montrer  qu'elles  sont  tangentes  à 
une  môme  conique  faisant  partie  du  système  ï. 

On  sait,  en  effet,  que  le  point  de  rencontre  d'une  normale  à  une  quadrique  avec  un  des  plans  principaux,  est 
le  pôle  de  la  droite  d'intersection  du  plan  langent  correspondant,  par  rai>port  à  la  focale  située  dans  ce  plan 
principal. 

Or  les  six  normales  issues  de  A  sont  sur  un  même  cône  du  second  degré,  passant  de  plus  par  la  droite  0.\. 
Les  six  droites  dont  nous  nous  occupons  sonl  donc  tangentes  à  une  même  coni(|ue,  polaire  rêciproijuc  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  des  normales  avec  le  plan  XOY  par  rapport  à  la  focale  de  ce  plan.  Il  est  évident 
de  plus  (|ue  celle  conique  est  une  i)araliole.  Nous  aurons  de  même  deux  autres  paraboles  dans  les  autres  plans 
principaux. 

Le  système  ï  sera  défini  par  les  trois  paraboles  el  la  quadrique  (C).  Les  quatre  surfaces   ne   font  pas  d'ail- 
leurs, en  général,  partie  d'un  système  langentiel  à  deux  paramètres. 

1»  Rcclu'.rclie  du  lieu  des  centres.  —  Il  n'y  a  |)as,  en  général,  de  lieu  des  centres  pour  un  système  à  trois 
paramètres.  Pour  qu'il  y  en  ail  un,  il  faut  et  il  suffit  que  les  centres  des  quatre  surfaces  définissant  le  système 
soient  dans  un  même  plan,  qui  est  alors  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  système. 

Considérons  les  trois  paraboles  précédentes  ;  leurs  centres  sont  leurs  points  à  l'inlini.  Or  ces  points  sonl  les 
pôles  du  plan  langent  au  cône  des  normales  le  long  de  OA,  par  rapport  aux  coni(|ues  focales  de  la  (juadrique 
(Ci).  Ces  trois  i)ôles  sont  en  ligne  dioite,  car  ces  focales  font  partie  d'un  même  faisceau  langentiel.  Soit  A  celle 
droite  ;  alors  le  plan  défini  par  l)  et  A  contient  les  (juatre  centres  ;  il  y  a  donc  un  lieu  de  centres  et  ce  lieu  esl 
le  plan  (O,  A). 

2"  On  considère  parmi  les  (|uadiit|ues  ï  celles  (pii  ont  pour  centre  commun  le  i>oint  O.  et  on  dt>mande  le 
lieu  de  leurs  axes.  Il  est  visible  d'abord  (pie  ces  »|uadriques  IVuinenl    un    faisceau    tangenliel.  car  en   exprimant 


li(i 


(ir:()Mi:riui':  analvtiuuk 


t|iit'  1 

rons 
asvm 
li 


t>   Cl'IltlC   tlt 

les  oôiios 
ploli's,  il  s 
|iii  i'>t  (K'Ii 


'  l'iino  d'i'ili 
ilrs  laiiiît'H 
ensuit  que  I 
ni  par  deux 


•s  (■(niicidc  avec  le  point  O,  on  ne  dispose  (|ue  de  deux  |)ariiuièlres.  Si  nous  considé- 
les,  issus  de  O,  ils  l'oiinent  un  l'aiseeau  lanj^eiiliel,  mais  connue  ce  sont  les  cônes 
les  coni(|ues,  sections  du  faisceau  par  le  plan  de  l'infini,  foiuienl  un  faisceau  tangen- 
coni(|ues  !',  1",  de  ce  faisceau.  Ceci  posé,  le  lieu  des  axes  est  évideiunienl  un  cône 
de  soinniel  0  ;  cherchons  su  section  par  le  plan  de  l'inlini.  A  cet  ellet,  con- 
sidérons une  (|uadrique  du  faisceau  G  et  soit  T  sa  conique  à  l'infini.  Je 
désignerai  par  il  le  cercle  de  l'infini.  Les  points  à  l'infini  sur  les  axes  de 
cette  ([luuiriqiu"  sont  les  sommets  B,  B',  B"  du  triangle  conjugué  com- 
mun à  1'  et  à  12.  (Cherchons  le  lieu  de  ces  points.  Pour  cela  considérons 
le  réseau  tangenliel  (l\  1",  12).  Les  pôles  de  B'il"  par  exemple,  par  rapport 
aux  coniciues  de  ce  réseau,  sont  en  ligne  droite.  Deux  d'entre  eux  sont  en 
efTel  confondus  en  B,  et  la  droite  qui  joint  B  au  pôle  de  B'B"  par  rapport 
;\  1"  contient  tous  les  autres  pôles.  On  en  conclut  que  l'enveloppe  de  B'B" 
est  la  ('ayleyenne  du  réseau  (F,  l\  o)  (c'est  la  trace  sur  le  plan  de  l'infini 
du  cône  enveloppe  des  plans  principaux  des  quadriques  du  faisceau).  Or  le 
lieu  du  point  B  est  la  polaire  réciproque  de  l'enveloppe  de  B'B"  par  rapport 
à  12.  C'est  une  courbe  du  troisième  degré.  Le  lieu  des  axes  est  par  suite  un 
cône  du  troisième  degré  ayant  |)our  sommet  l'origine. 

A.  LEBOUBG,  lycée  Louis-Ie-Grand. 


390.  —  Les  normales  à  une  qitatlrique  en  tons  les  j)uin{s  d'une  section  circulaire  forment  inw  surface 
qui  admet  une  directrice  rcclili(jnc  et  dont  les  sections  par  des  plans  parallèles  à  celui  de  la  section  circu- 
laire sont  des  conrhoides  de  coniques,  et,  exceptionnellement^  des  conchoides  de  droites. 

Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres  rectangulaires  de 
la  section  circulaire  consitlérée,  ol  pour  axe  des  z  une  normale  à  son  plan  et  passant  par  son  centre  ; 
si  R  désigne  le  rayon  du  cercle,  l'équation  de  la  quadriquc  a  la  forme 

X-  -i-  y-  -h  A";2  +  2Bj/:  -h  'ÈB'zx  +  2C":;  —  R^  =  0. 
La  normale  à  celle  quadrique  en  un  point  (a,  [3,  0)  du  cercle  a  pour  équation 

^  — »„!/-?_  ^  (1) 


P 


B'a  4-  B;3  +  C" 


et  r«»n  a  la  condition 

a2  4-  rpt  _  R2  _  Q_  (2) 

On  aura  Téciualion  du  lieu  engendré  par  ces  normales  en  éliminant  a  et  p  entre  les  équations 
(i)ct(2). 

On  voit  immédiatement  que  la  surface  engendrée  admet  comme  directrice  rectiligne  l'axe  des  s, 
puisque  toutes  les  normales  rencontrent  cette  droite. 

Les  équations  (1)  peuvent  s'écrire 

X         y 


on  en  tire 

en  posant     o  =  \/x'^  -t-  j/' 


ou 


p 

B'a  -f-  b;j  -i- 

c  ' 

a 

.  P  _  i^ 

X 

y       ? 

t 

_  Rx 

P  = 

i}y 

0 

p 

■-  ^- 1  ; 


et  en  tiansportant  ces  valeur.s  dans  la  relation 

X 


B'a-4-B?4-C 


7-+-1, 


on  a 


;B'x+B»/)R-t-C"p 


--t-^ 


c'est  l'équation  du  lieu. 


I 


ALGÈBRE  117 

Coupons  cette  surface  par  le  plan  z  —  h,  et  clierchons  l'équation  de  la  section  en  coordonnées 
polaires  en  remplaçant  x   par    p  cos  m   et  y  par   p  sin  w  ;    on  a 

^       (B'  cos  oj  4-  B  sin  co^R  +  C"  "^     ' 

Cette  courbe  est  une  conclioïde  de  la  conique 

_  \\h 

^  "~  (B'cos  oj  +  B  sino>)R  +  G" 

dont  le  foyer  est  à  l'origine  ;  cette  conique  se  réduit  à  une  droite  si  C"  est  nul.  c'est-à-dire  si  le  centre 

de  la  surface  est  au  centre  de  la  section  circulaire. 

G  TZITZÉICA,  à  Bucarest. 

Solution  géométrique.  —  La  normale  à  la  quadrique  en  un  point  iM  de  la  section  circulaire  étant 
perpendiculaire  à  la  tangente  au  cercle  en  ce  |)oint,  rencontre  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  mené  par  son 
centre  ;  cette  droite  est  donc  une  directrice  rectiligne  de  la  surface. 

Soit  Q  un  plan  parallèle  au  plan  R  de  la  section,  0'  le  point  où  il  est  coupé  par  Taxe  de  celte  section,  N  le 
point  où  il  est  coupé  par  la  normale  en  M  à  la  quadrique,  P  le  point  où  il  est  coupé  par  la  parallèle  à  MN  issue 
du  centre  0  de  la  section.  Les  trois  points  0',  N,  P  étant  en  ligne  droite,  et  la  distance  PN  étant  constamment 
égale  au  rayon  OM  du  cercle  donné,  le  lieu  du  point  N  est  une  conchoide  du  lieu  du  point  P.  Mais  ce  dernier 
lieu  est  une  conique,  car  la  droite  (JP,  parallèle  à  une  normale  au  cône  S  circonscrit  à  la  ([uadricjue  suivant  le 
cercle  0,  décrit  un  cône  égal  au  cône  supplémentaire  du  cône  S,  par  conséquent  un  cône  du  second  degré, 
ayant  une  focale  dirigée  suivant  00'.  Donc  le  lieu  du  point  P  est  une  conique  et  le  lieu  du  j)oint  N  est  une  con- 
choïde  de  cette  conique  par  rapport  à  son  foyer  0'. 

Pour  que  le  lieu  du  point  P  dégénère  en  une  conchoïde  de  droite,  il  faut  que  le  lieu  de  la  droite  OP  dégé- 
nère  en   un  plan,  et  que  par  conséquent  le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  suivant  le  cercle  0  dégénère  en  un 

cylindre  ;  c'est  ce  qui  arrive  lorsque  le  plan  R  passe  parle  centre  de  la  quadrique. 

1  1  1  1-  ^.     i^;^!,.-,- 

Ont  résolu  cette  question  :  MM.  R.  Escot,  à  Lat)astide-sur-Lliers  ;  Ch.  Hugon,  à  Nimcs  ;  A.  LAunEAU.x,  lycée  de  Besan(.'ou. 

^ . 

ALGÈBRE 


391 .  —  Le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 

1        1  1 

ext  éqal  OH  supérieur  d'une  unité  nu  plus  rjrand  nombre  entier  contenu  dans  L  (/(  -h  1). 

Si  /)  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  on  a,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis, 

OÙ  0  représente  un  nombre  positif  plus  petit  (jut"   I  ;  donc 

->  L(/>  +  l)-L;)> 


p  p  -)-  1 

Remplaçons  dansées  inégalités  p  par     1,  2,  3,  ..    ,  n     sucoossivemeul,  [>uis  ajoultuis  uuMnbro  à 

membre  ;  nous  avons 

111  11  1 

1+^+^^ h">L(»-|-l)>--+--H \ —  . 

2        3  M  2        .i  u  -h  1 

Or,  si  S  cl  S'  désignent  les  sommes  extrêmes,  on  a  la  relalitui 

l 

S-S'=  1 -, 

/j  -+-  i 

et,  i)ar  suite,  S  >  L(n  -H  1)  >  S  —  1  H -; 

/»  -I-  1 


lis  OIESTIONS  IMIOPOSKES 


».n  ;i  (1..IU-  0  <S  — L(>J  +  1)<1, 

co  (|iu  doinoiilii'  le  llnMuriiu'. 


.1.   I,. 


Ont  rt^solu  colle  qucslion  :  MM.  ('.  C.oi'Ti'niKn,  à  l.oiiviiiii  ;  li.  Ksiuir,  à  (.aliastido-siir-Uiors  ;  ('■.  ni;  Fuance,  ii  Versailles  ;  V.  Jaiiicl; 
G.  TziTZÉii.A,  k  hucaresl. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  OilAUX 


Ecole  polytechnique  (1894)  (suite). 

A  L  G  È  B  H  E 

213.  —  Etuilior  la  lourlic  j/  =  logja,  a  étant  dotino  et  X  variable.  Chcrciier  la  tangente  à  l'origine  et  le  point 
dinllexion.  (1*.) 

211.  —  Si  rt''(Hiation  /'  \.r)  =  0  admet  une  racine  d'ordre  2k  de  multipiicité, on  en  conclut  que /"(.r)  admet,  en  général 
•2k  racines  imaginaires.  Connue  conséquence  :  une  équation  ([ui  présente  2h  lacunes  a  au  moins  2fe  racines  imaginaires. (P.) 

215.  —  Ktudicr  la  fonction    //  =  cos  \/x.  (P.) 

ix—l 

f'{x) 

21(î.—  Ktudicr  la  fonction   y  =  e^*— ■^.    L'exposant  est  de  la  forme  — —  ;   le  décomposer  en  fractions  simples.  (P.) 

217.  —  l'uMidrc  compte  du  théorème  relatif  à  la  dérivée  logarithmique  sur  une  courbe.  (C.) 

218.  —  Chcrclicr  la  c.inditioM  pour  (|u'un  polynôme  soit  exactement  divi.silde  par  sa  dérivée.  De  quelle  forme  est  un  tel 
polynôme  ?  (F.) 

219.  —  Conditions  pour  qu'un  polynôme  homogène  à  trois  variables  et  du  second  degré  soit  un  carré  parfait.     (L.) 

220.  —  Démontrer  géométriquement  le  théorème  de  Rolle.  (L.) 

221.  —  Démontrer  que  s'il  y  a  une  lacune  entre  deux  termes  de  même  signe,  l'équation  correspondante  a  au  moins 
deux  racines  imaginaires.  (P.) 

222.  —  Trou\er  la  limite  de    (i-+-.r)'^     pour    a;  =  0      Trouver  l'ordre   infinitésimal  de    (l-f-x)^  — e  (P.) 

223.  —  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 

a  —  X 

y  =  arc  tg  -, 

Expliquer  le  résultat.  (C.) 

221.  —  Trouver  la  limitcdu  quotient     ^ '-  >     quand  .r  tend  vers  0.  (C.) 

22."'>.  —  Ktiidier  la  série 
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2k— i       2'' -h  1  "^  a'.- —  1       3''-f-l"'  ^^"^ 

22(>.   —  Qu'appclle-t-on  fonction  implicite?  Montrer  que  y  défini  par    f{x,  y/'  =  0  est  une  fonction  continue.    (L.) 

227.  —  Variations  de    y  ^  e   ^-'      quand  x  varie  de  0  à  2.  (L.) 

228.  -  Ktudicr  les  variations  de     (  1  -+-— V-  (P-) 


220.    —  Conditions  pour  (|ue  le  (luotient  de  deux  imaginaires  soit  réel.  (C.) 

230.  —  Variations  de    »/  =  .r  —  log«  x.    Cas  où  a  est  plus  petit  i|ui'  1.  (L.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


411.  —  On  considère  une  parabole  cl  un  |)oinl  A  ;  on  nicnc  une  droile  quelcuruiuo  U  et  on  joint  les  points 
de  rencftnlre  de  celte  droile  avec  la  parabole  au  point  \. 

{"  On  demande  l'équalion  de  la  droile  D'  qui  joint  les  deux  autres  points  de  rcMirontre  de  ces  droites  avec 
la  parabole. 

2''  Si  la  droile  I)  tourne  autour  d'un  point  fixe  I*,  la  droite  D'  tourne  autour  d'un  point  lixe  V.  Trouver  les 
coordonnées  de  P  connaissant  celles  de  I''. 
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3°  Quand  le  point  P  décrit  un  cercle,  le  point  P'  décrit  une  conique.  Lieu  des  points  A  pour  lesquels 
cette  conique  est  un  hyperbole  équilatère. 

40  Pour  quelles  positions  du  point  A  celle  conique  est-elle  un  cercle? 

Lieu  de  ces  points  quand  le  rayon  du  cercle  varie  seul.  E.  H. 

412.  On  donne  une  parabole  (P)  ayant  pour  axe  Ox  et  une  droite  A  perpendiculaire  h  cet  axe  ;  une  paral- 
lèle à  Ox  rencontre  respectivement  A  et  (P)  aux  points  A  et  B. 

lo  Démontrer  que  les  cercles  (C)  qui  admettent  AB  pour  diamètre  restent  tangents  à  un  cercle  fixe,  lorsque 
AB  se  déplace  parallèlement  à  Ox.  Dans  les  mêmes  conditions  : 

2'^  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  (C)  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  à  la  parabole  (P)  et  au 
cercle  (C)  ; 

3"  Trouver  l'enveloppe  du  cercle  (G).  Hé.net,  professeur  au  lycée  de  Toulouse. 

Épure.  —  On  donne  les  points  : 

a,  a'  X  =  —  10,  //  =  10,  -  =  16, 

b,b'  X  =z  -  2,  î/  =  10,  z  =  8. 

1"  Dans  le  plan  de  front  ah,  on  considère  la  circonférence  décrite  sur  ab,  a'b'  comme  diamètre  ;  c'est  la 
méridienne  principale  d'un  tore  ayant  pour  axe  la  verticale 

0,  x  =  0,  y  =  10. 

2"  Dans  le  plan  de  bout  a'b' ,  on  considère  la  circonférence  décrite  sur  ab,  a'b'  comme  diamètre  ;  c'est  la 
méridienne  d'un  deuxième  tore  ayant  pour  axe  la  ligne  de  bout 

(o',  X  z=Q,  z  =  Ç,. 

Représenter  la  surface  opaque  du  tore  à  axe  vertical  contenue  dans  le  tore  à  axe  de  bout. 

{Ecole  normale,  concours  de  180-i.) 


DEUXIEME     PARTIE 
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392.  0^1  donnr,  les  deux  expressions 

P  =  -—  ax''  +  x'(  '«'—-«)+  -^'(Sa  —  1)  —  a-(6a»  —  4^;)  -  .\n-. 

On  sait  eu  outre  (jue  V  est  divisible  par  x  —  1  —  y/ 3  ;  a  est  un  nmnhre  entier  ou  fractionnaire, 
positif  ou  négatif. 

On  demande  : 

J°  De  pousser  aussi  loin  (jue  possihle  la  résolution  de  réipiation     D    ^  0  ; 

2"  De  pousser  aussi  loin  (jue  j)ossihle  la  résolution  de  l'éipiation     Q  =  0\ 

3°  De  eonstruire  les  racines  de  l'étiuation     V  —  (J  =  0  ; 

•/°  /y étudier  les  variations  des  racines  de  V —  (J  =  0,  lorsque  a  prend  louirs  1rs  rolnirs  iju'il  jw.ut 
prendre  entre     —  00      et     4-  00 . 

1"  Le  |)()lyii()iu(>  P  étant  ;ï  ooclliciciils  (■(iiuuKMisnrahlcs  t>l  adiiuMIaul  la  ratiiu>  1-4-/3,  ailm<>l- 
Ira  également  la  racine  1  —  v/3  ;  il  scia  donc  divisiltlc  par  [x  _  1)*  —  3  (Ui  .r-  —  ^x  —  H.  Colle 
propriété  ayant  Hou  quoi  (|uo  soit  */,  les  cocllioicnls  des  dilVeitMilt's  puissances  dt>  -/  dans  le  pidynonie 
seront  divisibles  par    x^  —  "-Ix  —  2. 


r.c.oi.i:  i)i;s  mim;s  dk  saint-ètienne 


=  (--..,■4- 


(h'iloimons   le  pol\  iikuh'    I*    i>;ir  raiiport  ii    u  \    il  vitMil 

P  =  a^{x^  —  Ox  —  4)  —  nx{x^  —  Oj  —  4)  +  ^  (■»''  —  ^^x  —  A) 

rt'Vï'  —  6.r  —  4) 

=  (|-'^)V'-6^-'0- 
Or,  on  a  x^  —  (U-  —  A  =  {x^  —  'Ix  —  2)(.r  +  2) 

»'l,   i)ar  siii(.\  V  =(^- nj{x-[-2){x^  —  2x  —  2). 

l-\'(liiali()n     P=0    est  complèlement  résolue. 

2    iNnir  iM^soiuIre  l'équation     Q  =  0,     nous  construirons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

.r  ~ 

!/  =  '•'*'"'  —  e     , 

et  nous  détorniinerons  les  points  de  rencontre  de  celte  courbe  avec  l'axe  des    ,r. 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  à   Oy,  nous  ne  donnerons  à  x  que  des  valeurs  positives,  en 

reniaïqiKuit  ([uc    i/   est  discontinu  pour  les  valeurs  de   x  qui  sont  multiples  de  tt, 

—     sin  '^x  —  2.r 

On  a  y'  =  c^^"-  .  , 

2  sm''^  X 

ce  (pii  montre  ([ue   y'   est  toujours  négatif  ;  par  conséquent  y   va  constamment  en  décroissant. 

On  aura  donc  le  tableau  de  variations  suivant  : 


2 


37: 


2-n:  -f-  £ 


^ 

5 


3t:- 


On 

I 
I 
I 
I 
I 


décroit  1  —  ^*   décroit  — r*  -f-x    décroit  1 — <?*    décroît  — e*  -f-x    décroît  1 — e*  décroît  — c* 
en  déduit  la  forme  de  la  courbe  (en  traits  pleins  sur  la  figure). 
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On  voit  ainsi  que  l'équation     Q  =  0     admet  une  racine  positive  dans  chacun  des   intervalles 

//u,  ^■^H-g')'     nuel   que  soit   X.  Dans  le  premier   intervalle     (X  r- 0)     la   racine   est     -;    quand  À 

augmente,  la  racine  se  rapproche  de     Xu  4--^.     Les  racines  négatives  sont  égales  aux  racines  positives 

changées  de  signes. 

3"  On  aura  les  racines  de  l'équation     P  —  Q  =  0    en  déterminant  les  abscisses  dès  points  de  ren- 
contre des  deux  courbes 

?/  =  Q,  ?/  =  P. 

Nous  avons  tracé  sur  la  figure,  en  trait  discontinu,  la  courbe  qui  a  pour  équation 


?/  =  (f  -  «)\-^  +  2)(a.^  -Ix-  2), 


3:: 

en  supposant  2r/    compris  entre  —    et2Ti. 

On  voit  alors  que  l'équation     P  —  Q  =  0    admet  une  racine  négative  comprise  entre et 

4 
0  ,  puis  une  infinité  de  racines  positives. 

4"  Pour  faire  la  discussion  nous  considérerons  successivement  : 

I.  les  racines  données  par  les  branches  infinies  de  droite  de  la  courbe  transcendante. 

II.  les  racines  données  par  la  branche  finie. 

III.  les  racines  données  par  les  branches  infinies  de  gauche. 

I.  La  courbe  algébrique  passe,  quel  que  soit  a,  par  le  point  de  O.r  qui  a  pour  abscisse     1  -+-  v/3, 
et  rencontre  0//   en  un  point  d'ordonnée  négative,     —  \a?.      Nous  aurons  donc  une  lacine  dans  cha- 


cun  des  intervalles     (Xtt,  X:t+  — |,     à  partir  de    X  =  1. 


II.  Quel  que  soit  a,  il  y  a  toujours  une  racine  entre   -    et  -,  et  un(}  autro  racine  rntro  0  el     —  -. 

h  i 

La  branche  du  milieu  peut  donner  une  nouvelle  racine  en  rencontrant  la  brandie  infinie  de  la  courbe 
algébrique  dont  l'abscisse  varie  de  —  2  à  —  oo  .  11  faut  pour  cela  que  la  valeur  du  polynôme  P  pour 
X  =  —  n    soit  inférieure  à  la  valeur  de  Q  pour  la  même  valeur  de  x,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

(ti  4-  2a)»(7:  —  2)(Tr2  -f-  27r  —  2)  >  4e^  • 

III.  Si     a^O,     la  figure  montre  que  les  branches  infinies  de  gauche  ne  donnent  pas  de  racine  ; 
il  en  est  de  môme  si  2a  est  compris  entre  0  et    —  2. 

Si  2a   est  compris  entre    —  2    et    —  2tt,     il  y  a  une  ou  deux  racines  comprises  dans  cel  iiiler- 
valle  ;  si  2a  est  compris  entre     —  2ti     et    —  4t:,     y  a  deux  ou  trois  racines  et  ainsi  de  suite. 

11.  FEREY,  élève  au  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Elienne. 


393.  —  On  considère-  un  conducteur  rrcliliijnr  Ci),  itm/nlr  uidour  dr  son  milieu  0.  ri  dont  les 
extrémités  parcourent  un  conducteur  circulairf  dr  luèiin'  melul  rt  dr  tnènir  section,  dotit  le  centre  est  un 
point  0.  En  deux  points  A  et  li  du  conducteur  circulaire  sont  fixés  les  deux  fils  issus  des  pôles  d'une 
pile  P.   On  donne  : 

Le  diamètre  CD  =  d  du  conducteur  circulaire.  Sa  résistance  pur  unité  de  lonijuciir  sera  prise  égale 
à.  l'unité  • 

La  longueur   m   de  l'arc    AH; 

La  résistance    R   du  circuit  extérieur    .\PH  et  de  hr  jiile,  el  la  force  électromotrice  E  de  la  pile. 

Délenniner  l'inlensilé  et  le  sens  du  courant  (jui  traverse  le  conducteur  CD  dans  les  diverses  positions 
de  ce  conducteur. 
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J'iriiiii'i- rns.  —  Los  points  ('.  cl   I)  sont  placi's,  coimnc  sur  la  lij^urc,  de  telle  soito  (pie  le  coiuluc- 
It'ur  (".!)    lornip  ponl. 

Si  on  appelle  I,  /,  <',  /.-,  /.',  7.  les  intensités  du  courant  dans  les  branches 
PA,  AC,  Al),  CR,  DM,  CI),  et  .r  la  distance  du  point  C  au  milieu  de  Tare  ACli,  la 
conservation  du  courant  fournit  les  équations 

I  =  /  +  i\ 

1  =  k-{-  k\ 

i  =  /{  -\-  ij  ; 
rexistencc  de  la  force  électromotrice  E  en  P  et  Tabscnce  de  force  électromolrice  dans 
le  cercle  s'expriment  par 


iizd        m         \  (m 


=  0, 
=  0. 


En  éliminant  I,  ^  /',  /.•  et  /•',  on  trouve 


471  Ea; 


;4  +  7i)(R  -f-  m)d  —  (4  +  Ti) m-  —  ^t.x"^ 

Celle  expression  est  positive  ou  négative  suivant  que  x  est  positif  ou  négatif  ;  elle  est  nulle  pour 

m 
JT  =  0    et  croit  en  même  temps  que  x.     Pour     x  =  —-,  c'est-à-dire  quand  le  point  C  est  en  A,  elle 

prend  sa  valeur  maximum 

\  = 


SttEjw 


Tt (4  -t-  7î)(R 4-  m)d  —  (4  H-  '2.Tz)m^ 
Si  on  appelle  R'  la  résistance  du  système  AGDB,  en  posant    E  =  I(R4-R'),     on  trouve 


R'^,,_'"    _ 


4a-2 


A  +  T.)d 


Cette  résistance  est  minimum  quand  le  point  C  est  en  A,  et  donnée,  dans  ce  cas,  par  l'expression 

2(2  -H  Ti)  m2 

r  =  m ;  —; . 

-(4  +  '!î)   d 

Second  cas.  —  Les  points  C  et  D  sont  placés  tous  deux  sur  l'un  des  arcs  de  cercle 
qui  relient  A  et  B. 

Dans  ce  cas,  le  conducteur  CD  forme  une  dérivation  ordinaire  et  l'intensité  du 
courant  qui  le  traverse  est  évidemment  indépendante  de  la  position  de  ce  conduc- 
teur sur  l'arc  ACDB.  Elle  doit  donc  être  égale,  en  particulier,  à  l'intensité  trouvée 
dans  le  cas  précédent  quand  on  supposait  le  point  C  en  A,  c'est-à-dire  à  Y.  De  même, 
la  résistance  du  système  formé  par  le  cercle  et  par  le  conducteur  CD  est  égale  à  r. 

On  arrive,  bien  entendu,  au  même  résultat  en  appliquant   les  théorèmes   de 

Kirciiholf  ;   les   calculs  sont   plus  simples   (pie  i)our  le  premier  cas,  mais  inutiles,  à 

cause  do  la  remarque  précédente. 

(M.  Mené  PoMMiLn,  rlu  peusioniiat  Saint-Louis,  à  Saint-Klieuiic,  a   envoyé  une   solution  exacte,  mais  où  le  second  cas  u'est   pas 
signalé.) 


394.  —  h'hnil  ilitiinr  11)1  roiithnstihlr  dont  Iti  coiiijxisiliini  cnnlésimalc  ni  paids  csl  In  suivante  : 
Cnif/niir  H\,  //i/dnit/riii' {\f)0,  O.ii/ijrm;  H,  Azote  ï, Ai), 

on  suppose  tpir  1  lnlorirammi'  de  cetlr  suhstaticr  rsl  hn'ih''  par   In  ipuuittlr  d'air  striftrnit'nt   nécessaire  n  sa 
cvmhuslion  coinpi-te.  On  dintande  : 
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1"  Le  volume  d'air  nécessaire,  mesuré  à  la  température  de  C  et  à  la  pression  de  760"™  de  mercure  ; 

2"  La  composition  centésimale  en  volume,  à  la  température  de  100",  du  gaz  résultant  de  la  combustion  ; 
le  volume  total  de  ce  gaz,  mesuré  à  0"  et  760"""^  ;  la  densité  de  ce  gaz,  dans  les  mêmes  conditions.  On  sup- 
posera l'air  composé  exactement  de  4  vol.  d'azote  pour  1  vol.  d'oxygène. 

La  tension  de  la  vapeur  d'eau  à  0"  est  égale  à  ^"'"lO?  de  mercure. 

Le  volume  de  1  gramme  d'hydrogène  à  0"  et  760™"  de  mercure  est  de  11'", 16. 

Enfin  les  nombres  proportionnels  des  divers  éléments  sont  : 

Poids  atomiques  :  Carbone  12  Hydrogène  1  Oxygène  16  Azote  14 

Équivalents  :  —  6  —  1  —         8  —     14 

Aucune  autre  donnée  ne  devra  être  employée. 

1"  Un  kilogramme  de  la  substance  contient,  en  grammes, 

Carbone 840  =  70X  12  ou  70  poids  atomiques. 

Hydrogène 66  =  66  X    1  —  66  — 

Oxygène 80  =    o  X  16  —     S  — 

Azote 14  =    1 X  14  —     1  — 

Le  carbone  exige,  pour  brûler 70     molécules  d'oxygène. 

L'hydrogène 16,5  — 

ce  qui  fait,  en  tout 86,5  — 

La  substance  en  fournit 2,5 

L'air  doit  donc  en  apporter 84 

Or,  pour!  molécule  d'oxygène,  l'air  contient  4  molécules  d'azote. 
Le  volume  moléculaire  étant  22''i,32,  le  volume  d'air  demandé  sera 

5x84X22,32  =  9374'i',4. 
2°  Le  gaz  résultant  de  la  combustion  se  compose  de 

70  molécules  de  gaz  carbonique, 
33        —        d'eau, 
4X84+   0,5     —        d'azote. 
Ces  nombres  représentent  aussi  la  composition  en  volume  ;  en  les  ramenant  à  un  volume  total  éj.'al 
à  100,  on  trouve 

15,9  de  gaz  carbonique, 

7,5  de  vapeur  d'eau, 
76,6  d'azote. 

3"  Ce  mélange  étant  ramcMié  h  0"  et  760™'",  il  ne  reste  à  l'état  gazeux  que  les  70  iniWécules  de  gaz 
carboniqu(^  les  336,5  molécules  d'azote  et  une  ceilaine  (juanlité  de  vapeur  d'eau  sal manie  dont  rdVel 
est  de  diminuer  de  4'"™, 57  la  pression  du  resie  (lu  mi'lan^c.  (1(>  hi  léduire,  par  l'oustMiuciit,  à  To.')""".4;{. 
Le  volume  sera  donc 

(70  4-  336,5)  X  2132  X  zi;^r,  =  9128'". 
/i)5,4.) 

4°  Pour  avoir  le  poids  de  ce  gaz,  remar([Uoiis  (pTil  se  compose 

de  70  molécules  (le  gaz  carboni(pie  (jui  pèsent 70  X  i  i 

de  336,5  molécules  d'azote .     336,5  X  28 

d'une  cerlaiiie  (luaiitih-  d'eau  ([ui  occupe  un  nombre  de  vtdumes  moléculaires  égal  à 

"60 
(70-+-336,b)X^rtr77,  ' 

mais  sous  la  pression  4""", 57,  ce  (lui  l'ail  un  poids    (70  -(-  336,5)  X  -v X  -'      X  18. 

7o5,i3       760 


124 


\i.oi-hm- 


pour  ;i\(»ir  le  poids  du  lui'nn'  voluiu»'   d'air  sec,  rcuiaiMiuous  ([u'uu  voluiuc  dair  t'gal  à  .'>  voluuK^s 

niolt'fulaiit>s  icnlVi  lur  i  midrculrs  d'a/.olt' cl    I  doxygènc,   et  pèse     4  X  28 -h  3^.     l.r  poids  clierché 
est  doue 

,-..       ,.    .   .^  "*)'>         4X^28-4-3^2 

70  -h  3:  r.,;i  X X  — ^ 

^  755,43  5 

Kn  divisant  le  poids  du  gaz  par  le  poids  d'un  ('gai  vuhiiue  d'air,  on  ;i  la  densil('  demandée,  et  l'on 
trouve,  tous  calculs  laits, 

1,005. 

M.  A.  LAi'RRArx  (lycée  de  l?esaiu;oii)  :  soliilioii  dfi  il  n'est  tenu   roniptc  ni   de  la  pr(^scnrc  de  l'nzdte  de    l'air,   ni  do  relie  de   la 
Tapeur  d'enu  daos  le  imMauge. 


algI':bre 


285.  —  On  considcir  un  triangle    ABC    cl  une  dfoili'  fixe    A   passant  par  le  puinl    A    et  coupant  au 
point    1)    /(•  côté  opposé   BC.    Soil    M    un  point  pris  sur   A;    In  droite   BM    coupe  le  côté  AC   en   B',    et 

la  droite   CM   coupe  le  côté   AB   en    C.    On  trace    B'C  qui  coupe  en    P    la 
A  droite  A. 

i"  Quelle  doit  être  la  position  de  M  sur  A  pour  que  l'on  ait 

MP.MÂ  =  /..ÂÔ', 

I    •  I        .   o    ,-.  MA 

A:    désiqnanl  une  constante  donnée/  tn  posant     =  x,     on  montrera 

''  ^  AD 

que  X  dépend  d'une  équation  du  troisième  degré  ne  renfermant  que  la  cons- 

"C     tante  k. 

Discuter  cette  équation. 

-2°   Trouver  qurtle  doit  rtre^  sur    A,    la  position  du  point    M   pour  que  l'aire  du  triangle    MB'C   soit 

a  rellr  du  triangle  ABC  dans  un  rapport  connu  m. 

MA 

/)nns  ce  problème  on  posera  encore     — — -  =  x. 

AD 

Pour  quelles  valeurs  de    x    la  quantité    m   passe-t-elle  par  un  maximum  ou  un  minimuyn?  Discuter 
l'équation  correspondante. 

On  propose  enfin  de  résoudre  cette  équation  quand  on  suppose  le  point  D  au  milieu  de  BC. 

{Agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial,  1893.) 
i°  Il  résulte  des  propriétés  harmoniques  du  quadrangle  que  les  deux  points    A   et    M  divisent  har- 
nioniquement  le  couple  PD  ;  par  suite,  on  a 

2  1  1 

MA  "~  MP~^Mr)' 
Cette  égalité  donne  MP, 


M?  = 


MA..MI) 
2MD  — MA 


MA(MA  +  AD) 
~     MA-t-2AD    * 

En  portant  cette  valeur  dans  la  relation  imposée 

MP.MA  =  /c.Âd', 

MÂ'(MA4-AD)  =  ÂÂd'.(MAh-2AD), 

x^  -1-  X-  —  k{x  H-  2)  =  0, 


ou 


elle  devient 
c'est-à-dire 


(1) 
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si  l'on  pose 


X  = 


Telle  est  l'équation  qu'il  s'agit  de  discuter, 
Écrivons  cette  équation  ainsi  : 


MA 
AD 


x^  -h  x^ 


^.3  _|_  J.2 

et  étudions  les  variations  de  la  fonction     y  =  —  ;     il  n'y  aura  plus  ensuite  qu'à  voir  pour  coni- 

bien  de  valeurs  de  x  elle  peut  prendre  une  valeur  donnée  à  l'avance,  k. 

La  fonction  y   est  bien  définie  pour  toute  valeur  de  x  autre  que     — 2;     on  dit  habituellement 
qu'elle  devient  infinie  et  discontinue  pour    a:  =  —2;     pour  toute  autre  valeur  de    x   elle  admet  une 

dérivée  qui  est 

x[^x-  -\-  Ix  -H  4) 


'^  (.i-  +  2f 

Cette  dérivée  change  de  signe  pour  trois  valeurs  de  ar  :     x 


—  / 


v/i: 


et    0; 


4  4 

par  conséquent  en  remarquant  que   —  2    est  compris  entre  les  racines  du  trinôme     2x'-  -\-  Ix  ~  A  —  0, 

que  pour  les  trois  valeurs  signalées  pour  x  la  fonction  prend  les  valeurs     , ii_J_ 

8  8 

et  0,  le  tableau  des  variations  de  la  fonction  y  est  aisé  à  construire.  Nous  l'avons  mis  ci-dessous. 


V 


v/r 


X 


p  =  - 


v/r 


KiK-   « 


+  X 


y 


y 


mimm. 


-hx 
décroît 
71  -h  iliîT 


8 


croit 

H-x 


max 


—  X 
croît 
71  —  17v/r 


8 

(It'croil 

iiiiiiiiu.  0 

croit 

H-x 


La  courbe  figurative  des  variations  de  celle  fonction  est  alors  immédiate,  si  l'on  ne  s'occupe 
pas  des  particularités  géométriques  qu'elle  peut  olTrir.  Nous  la  représentons  plus  haut  dans  la 
figure  1. 

Si  maintenant  l'on  se  reporte  à  l'écination  (1)  on  voit  (jne  les  valeurs  de  .r  ([ui  conviennent  sont 
celles  pour  Icsiiuelles  on  a  7  —  /,•.  Kllcs  correspond. 'ut  donc  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe 
avec  la  dioite     1/  =  /■•. 

Il  irsullc  inun.'dialrnuMit  de  là  cpie  si  : 

/Il  I  "*  "*"  \l\Tl 

A  est  plus  grand  ([ue ,      il  y  a  trois  valeurs  (1(>  .r  (|ui  eoiivi.MiniMit.  un.'  positive  et  dtMi\ 

négatives  ; 

/       ,.  -,         71— ITv/r?       .     71-1-17/17       .,     , 

A  est  conii)Ms  entre et d  n  y  a  qu  un»' valeur  aoee|»taltle  pour  .r,  une 

valeur  positive  ; 
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71— I7v/17 

/.■  est  romains  ontir  0  cl ,      il  y  a  trois  valeurs  de  .<   (|ui  convicnncnl,  iiiic  positive  ol 

(S 

deux  lu'galivos  ; 

/.   est  noi^alif.  il  n'\  a  iiiruiu»  \altnir  acccplahlc  pour  .r,  une  valeui-  uéf^ativc. 

MA 


Or  MOUS  avons  posé     x  = 


AU 


(loue  il  loule  valeur  positive  de    .r    correspond  un  point    M    (jui 


est  de  l'autre  cùté  du  point  A  i[no  le  point  1),  à  toule  valeur  négative  de  x  correspond  un  point  M  qui 
est  du  même  côl(''  du  point  A  (pie  le  point  I).  La  discussion  est  conipli'lenienl  aclicvée  par  cette 
reniar(|ue. 

2°    Desi-nons    par    (AHC)    Taire    du    triangle    ABC,    nous   aurons   de   suite 

(MB'C)       MB'.MC 


MHC) 


Ml) 


(ABC)        AD' 


puis 


(MBC)         Mlt.MC 


■Al  niullipliant  les  deux  rapports  précédents,  nous  aurons 

(MB'C)       MD     MB'.MC 


(ABCj 


Al)     MB.  M  G 


Menons  alors  par  le  point    C    une  parallèle  à   AB,   CM,,    et  soit  M,   son 
point  de  rencontre  avec   AD  ;    de  m('me,  par  le  point  B,   une  parallèle  à 

AC,  BMj,  et  soit  Mo  son  point  de  rencontre  avec  Al).  Le  rapport  — —  change 

AU 

de  signe  quand  le  point    M    passe  au  point    D  ;    le  rapport  — -  »  quand  le 

MC 
point   M  passe  au  point  M^;   enlin  le  rapport  tj-t  '   quand  le  point   M   passe 

au  point  M,  {fig.  2).  Le  second  membre  de  l'équation  précédente  est  positif 
tant  que  le  point  M  est  sur  la  demi-droite  DAX,  négatif,  quand  le  point  M 
est  entre  D  et  M,,  positif,  entre  M,  et  M^,  et  enfin,  négatif,  sur  la  demi- 
droite  M.X'.  En  prenant  pour  (ABC)  un  nombre  positif  égal  k  la  valeur 
absolue  de  l'aire  du  triangle  ABC  et  pour  (MB'C)  un  nombre  égal  en  valeur 
absolue  k  l'aiic  du  triangle  MB'C,  mais  positif  ou  négatif,  suivant  (juc  \o 
\X'  point  M  est  sur  DX  ou  M, M,  ou  bien  sur  DMi  ou  M.X',  légalité  en  question 
t'g-  i  aura  toujours  lieu  en  grandeur  et  en  signe. 

Cela  posé,  les  deux  triangles  BCC,  BCB',  coupés  parla  transversale  AI),  donnent 

CM     CD     BA  _ 
CM  ■  BD  ■  CA  ~     ' 


B'M     BD     CA  _ 
BM  ■  CD  ■  B'A  ~     ' 


un  déduit  de  là 


et,  par  suite. 


MC     MB' 
¥g  ■  MB 


AB'.AC 


(MB'C 


AB.AC 
MD     AB'.AC 


(ABC)         Ai)     AB.AC 

Daulre  part,  les  deux  triangles  ABD  et  ADC  coupés  respectivement  par  les  transversales  CC  et 

l'Ai,  doiiui  lit 

BC     A  M     DC  _ 

ÂC  ■  DM  '  BC  "    ' 


CB'     AM     DH 
ÂB'  '  DM  '  (TÏÏ 


=  l. 


et  Ton  déduit  de  là     (BC  =  BA  -+-  ACj, 


i 
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AB  _  DM     BG 
"~ÂC'  "~  ÂM  ■  DG' 

AG  _  DM     CB 

ÂF  ~  ÂM  ■  db' 

,,,,...       •  .  (MB'C)  (ABC)  .... 

En  portant  dans  1  égalité  qui  donne  ou  ,  -,    on  obtient  de  suite 

(ABC)  (MB  G  ) 

—  (\  —  !^  l!^Vi— —    CB\  _  1 

MD  V         AM   ■  DG  A    ~  AM   *  DB  /  ~   m  ' 

ou  AD[ AM .  DG  -  BC(DA  +  AM)][AM .  DB  -  GB(DA  -h  AM)]  ^  ^^^  '  ^^  '  ^^^^^^  "^  ^^^ , 

ou  enfin 

AD(AM.DB  — BG.DA)(AM.DGh-BG.DA)  =  —  Âm'.DG.DB(MA -h  AD). 

,    AM  MA  ^^.     ,  ,,^       ^.       -  ,, 

En  posant    —    ou    — —  =  .r,     on  obtient  1  équation  demandée 
DA  AD 

—  (a^.DB  — BG)(a-.DG-+-BG)-f-—  •  DG.DB(a^+  i)  =  0, 

m 

ou  --îna;-2DB.DG-hmBGV  +  lJ+DG.DB.a?2(x-|-l)  =  0. 

Si  Ton  pose  enfin  =  —  /<,     on  a  l'équation  qui  détermine  le  point  M, 

DB.  DG 

x^-^{l—  m)x-  —  mh{x  -t-  1  )  =  0.  (2) 

Mais  on  peut  regarder  aussi  vi  comme  une  fonction  de  x  donnée  par  colle  équation  du  premier 
degré  par  rapport  à  m  et  alors  rien  n'est  plus  simple  que  de  trouver  les  vabnirs  de  .r  qui  ren- 
dent 1)1  maximum  ou  minimum  :  il  sullit  d'annuler  la  dérivée  de  celle  fonction.  On  a  ainsi  succes- 
sivement 

x'-^-hx- 


m  = 


x^  H-  lix  -+-  h 

dm  _  a*  +  2/u-^  -+-  4/u-  -+-  ''Ihx 
dx  [x-  -+■  hx  -V-  h)- 

Les  vah^urs  cherchées  pour  x  sont  donc    x  =r  0    et  les  racines  de  ré(iualii)n 

x'  4-  2/a-  -h  Mix  ~\-  "Ih  =  0 .  (3) 

Uesle  à  étudier  celle  équaliou.  l'our  cela  écrivons-la  ainsi  : 

2a---|-4jr  +  2 1_ 

x^  h 

et  étudions  les  varialioiis  de  la  fonction  cpii  est  dans  li>  premier  membre.  Celle   fonefioii  est  delinie 
pour  tout(î  valeur  (le    r,  sauf[ioui'     a-  =  0  ;     pour  toutes  ces  valeuis  elle  admet  une  déiivée. 

,       —  (2.r'  H-  8ar  -+-  6) 
'J= x^ ' 

cette  dérivée  est  nulle  pour    x  =  —\     el  pour    x  =  — 3. 

Le   tableau  des  variations   de   la  l'onotion  se  construit   immeiliatement   ainsi  (|ue   la  courbt»  »|ui 
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Ul  ESTIONS  l'Uorosr.Ks 


roprésenle  ces  vaiiulions.  Nous  iloiuions  ci-di'ssoiis  ces  dciiK  ùlénu'iils  principaux  de  la  discussion. 

il 

y 


X 

?/' 

X 

—  3 

0 

-f- 

—  1 

0 

0 

+  00 

0 
di'croit 


croit 
0   iiiax. 
dccroil 

00 


-h  00 

décroît 
0 


pour  avoir  les  valeurs  de  x  qui  conviennent  il  faut  couper  cotte  courbe  par  la  droite     y  = —^ 

el  l'on  voit  de  suite  que  si  : 

Il  est  négatif,  il  y  a  une  seule  valeur  de  x  qui  convient  et  cette  valeur  est  positive  ; 

27 
//  est  positif  et  plus  grand  que  —  ^   il  y  a  trois  valeurs  acceptables  pour  x,   toutes  trois  négatives; 

o 

27 
Il  est  positif  et  plus  petit  (lue  —  i    il  y  a  une  seule  valeur  de  x  qui  convient  et  elle  est  négative. 

8 

Dans  le  cas  où  le  point   I)   est  au  milieu  de  BC,  on  a     l)C  =  —  1)H  =  — -;     par  suite     h  =  4,     et 

l'étiuation  ''.'{    devient 

a-^  +  8a-'^ -+- 16x  +  8  =  0; 

elle  admet  la  lacini?    — 2    et  s'abaisse  alors  à  l'équation 

.r'^  +  6.1-  4-4=0, 

qui  a  les  deux  racines     — \\  —  sjo      et     — 'i -A-  \fÏÏ . 


QUESTIONS  PROPOSEES 


413.  —  1"  On  donne  la  courhe 

j/4  _  .^.4  ^_  2a..f-ii  =  0, 

el  on  dcniande  de  construire  celle  courhe  en  supposant  a  [)ositif. 

2°  On  joint  rorij,'ine  à  un  point  quelconque  de  celle  courbe,  M,  el  on  trace  la  symétrique  de  O.M  par  rapport 
à  la  bissectrice  du  premier  angle  des  axes;  soit  (D)  celle  droite  ;  on  élève  ensuite  au  point  M  à  OM  une  perpen- 
diculaire qui  rencontre  la  droite  (D)  en  un  point  1,  el  on  demande  le  lieu  du  point  I. 

:!"  Sur  01  on  prend     01'  =  iMI  ;     trouver  b;  lieu  du  point  1'. 

414.  --  Sciil  Mil  anulc  \(>V  el  un  |)oiiil  I*  de  son  plan.  I*ar  les  poinls  0  et  P  on  lail  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle  variable  coupant  les  côtés  de  l'angle  aux  poinls  A  el  15.  Trouver  le  lieu  de  l'ortliocenhe  du 
triangle  ABU.  Louis  Kspinat,  à  Kspincbals.) 


Le  Hédacleur-C-'rant  :  II.  VUIBERT. 


BAR-LC-bliC.  —    IMP.    COMTE  JACijOET. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LE  CYLÏNDROIDE  ^ 

Par  M.  P.  Appell,  membre  de  l'Inslilul. 


II  est  évident  que  le  lieu  des  projections  d'un  point  fixe  quelconque  sur  les  génératrices  d'un 
cylindre  est  une  courbe  plane.  11   existe  un  conoïde  droit,  signalé  par  PUlcker  et  par  Cayley,  qui 
possède  la  même  propriété  et  qu'on  a  nommé,  pour  cette  raison,  cylindroïdc. 
Pour  obtenir  son  équation,  nous  allons  résoudre  la  question  suivante  : 

Trouver  un  conoïde  droit  tel  que  le  lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  sur  ses  rjênératrices,  soit 
une  courbe  jjlane. 

Prenons  pour  axe  0:  la  directrice  reclilignc  du  conoïde  et  pour  plan  xO//  le  plan  directeur,  sup- 
posé perpendiculaire  à  0:.  Les  équations  d'une  génératrice  peuvent  s'écrire 

y  =  m.r,  ::  =  cp  (?/?), 

ou  encore,  en  désignant  par  '\{m)  une  fonction  convenablement  choisie. 

Prenons  un  point  quelconque  (a,  [i,  v)  de  l'espace  :  le  plan  [)roJ('lant  ce  point  sur  la  giMiératrice  est 
(2)  X  —  a  +  m  (y  —  p,i  =  U. 

Les  coordonnées  de  la  projection  du  ])(iint  a,  i,  -;  sur  la  génihalrice  s'oblionnont  en  résolvant  les 
équations  (1)  et  (2)  : 

(^)  ^  =  -, n  '  '/  ^^  '"  \ T  '  =  =  ] — >  • 

1  H-  m-  I  4-  ?/(-  \  -f-  »/- 

Quel  que  soit  «i,  ce  point  doit  être  dans  un  plan 

A.r  +  H//  +  C:  +  D  =  l). 

dont  les  coeflicients  sont  fonctions  de  x,  [i,  y.  On  a  donc 

(i)  (A  -h  »/B)(a  +  î»?)-hC'l/(»0  -\-  l)(l  -hm^)  ==0. 

Celte  relation  doit  avoir  lien   iilrntiqiiniifiil   (picls   ([xio  soient  a,   [i,   y  et  /// ;  doiu".  en    domiaut  à 

a,  fi,  Y  des  valeurs  constantes,  d'ailleurs  arbitraires,  on  voit  ([ue  'M'")  *-^^'   nécessairement,  d'après  (-1), 

une  fonction  du  second  degré  d»;  m, 

•l{)ii)  =  ain'^  -\    tnn  H-  c, 

«,  A,  c  désignant  des  constantes.  D'ailleurs  cette  forme  nt'cessaire  de  ■^{m)  est  sullisanto,  comme  nous 
allons  le  vérilier  en  montrant  (jue  le  conoïde  délini  [>ar 

am^  -+-  bm  +  c 
"^  11-  »n 

possède  la  propriété  demandée.  Ce  conoïde  a  pour  é(|ualion 

tuf^   I  bx\i  -\-  (\r* 
-  -  j»  4_  yï 
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On  pt'Ul  >iini>liruM' celle  L'(jiuilii)ii  de  la  façon  suivanle.  rraiisixiiloiis  iluljnid  rorigiiie   eu  un    iiniiit 
0',     :  =  ).,     lie  l'axe  des  ;.  Nous    aui'diis     ;  —  À  4- 3'  et  la  nouvelle  éiiualiou  sera 

_,  _  {a  —  >.)>/-  +  /;■/•)/  +  {c  —  X)a^'- 
,/•-  -+-  y- 
Ou  [leut  del(Muuuer  a  di'  l'aeou  ([ue  la  foi  me  (juadialiiiue  du  nuuiéraleai',  é,:;alée  à  zéro,  représeiile 
deux  droites  i-ee(an,L;ulaii-es  W.r'  et   0'//';   il  suflit  poui'  cela  de  l'aire 

„  _,_  ,■  _  2>.  :^  0. 

La  conslaule  /   rlanl   ainsi  diieiiniiu''e,  on  peut  prendre  pour  nouveaux  axes  des  x'  et  des  //'  ces 

deux  ilroites  OV  et  O  y':  ré([ualion  prend  alors  la  l'orme 

,  2/tVi/' 

x'-  4-  ?/'- 

/.■  désignant  une  constante.  C'est  là,  sous  sa  forme  la  plus  simple,  r(''qualion  du  ci/Hiidi-uida. 

La  propriété  carael(''risli(pie  est  alors  aisée  à  vérilier.  Les  coordonnées  de  la  ])rojection   d'un  point 

(a,  ,3,  y)  de  l'espace  sui'  une  i:(''néialrice  de  ce  conoïdesont,  en  supprimant  les  accents, 

a  +  7/ii  in(oL  -\-  m'p)  '■2/nii 

X  =^  ,  ?/  =  »  :.  = 

1  +  m'^  1  -\-  ni-  1  -i-  iii- 

En  ex[uimanl  que  ce  point  est,  quel  cpu^  soit  ?»,  dans  le  plan 

Ax  4-  Bj/  4-  C:  +  I)  =  0, 
on  a 

(A  H-  »(Bj(a  4-  m^}  4-  "Ih-Cm  -f-  D(l  4-  m-)  =  0. 

D'oii,  en  éyalaul  à  zéro  les  coellicienls  de  m-,  m  et  le  terme  constant, 

A^_ii,  B  =  -^, 

_  Ap  4-  Ba  _  D(a'^  -+-  jB-^) 

~  2/.-       ~       2kx'ii 

Le  lieu  des  projections  du  point  a,  p,  y  sur  les  génératrices  est  donc  dans  le  plan 

a-  -h  3'- 

'^^  +  ^y — 9jr'  -<^  =  ^- 

Ce  lieu  est  d'ailleurs  une  conique,  comme  on  le  vérifie  immédiatement. 

ExERCicK.  —  Lii'ii  dus  jK.'rpcndiculaires  cominunex  à  l'axe  des  z  el  aune  droite  var'ui/jle  renconlranl 
l'axe  des  x  en  un  point  fixe  et  située  dans  le  plan  bissecteur     y  =  ;. 


inihE    D'UNE    CULUBK    ALtiEBUlOUE 

\l   rULK    d'l.N    point    a    UISTANCE    FINIE 

Par  M.  H.  Andoyer,  cliargé  d'un  cours  à  la  faculté  des  sciences  de  Paris. 


Je  ne  crois  pas  inutile  d'exposer  encore  une  fois  celt(!  quoslion  ;  la  inéllioile  que  je  vais  iniliquer  est  due  à 
>L  Weierstrass  :  elle  est  d'une  a|t|tlicalion  siuq)le  et  facile  et  uie  parait  tout  à  fait  pro|)re  à  péuélr tir  dans  l'ensci- 
gnenienl  classique.  Son  principe  est  absolument  distinct  de  celui  qui  ciractérise  la  uiélhodo  de  Puiseu.x,  si 
délicate  à  exposer  convenablement  à  des  élèves  de  muthémati(|ues  spéciales  et,  en  vérité,  je  crois  que  l'élude 
d'une  courbe  autour  d'un  point  et  l'étude  des  racines  infiniment  petites  d'une  équation  sont  des  problèmes 
diirérenls  ;  j'espèio  le  montrer  clairement  dans  ce  (pii  suivra. 
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1.  Soit  P7X;  Y)  =  0  une  équation  entière,  à  coefficients  réels,  de  degré  m  en  X  et  Y  représen- 
tant une  courbe  algébrique  C  de  degré  ni,  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  cartésiennes  OX,  OY. 
Soit  (Xq,  Yq)  un  point  réel  o  de  la  courbC;,  situé  à  distance  finie  ;  si  nous  prenons  pour  axes  de  coor- 
données les  droites  ox\  o>/  respectivement  parallèles  à  OX  et  OY  et  de  même  sens,  l'équation  de  la 
courbe  G  deviendra 

Si  ])  est  tel  que  toutes  les  dérivées  partielles  de  V  d'ordre  inférieur  à  p  soient  nulles  quand  on  y 
fait  X  =  X„,  Y  =  Yg,  et  qu'il  n'en  soit  pas  de  môme  des  dérivées  partielles  d'ordre  p,  on  pourra 
écrire 

(1)  0  =  A'^;  y)  =  fi'{-^>  y)  +  /"/'^i  {^>  ?/)  H ^  fr"{x,  y), 

où  fqir,  y)  désigne  d'une  façon  générale  l'ensemble  homogène  des  termes  de  f  qui  sont  de  degré  y 
en  X  et  j/,  et  où  f^Jx,  y)  n'est  pas  nul  identiquement. 

f{x,  y)  est  une  fonction  entière  de  degré  m  à  coefficients  réels  comme  F(X,  Y). 

Le  point  o  est  un  point  multiple  d'ordre  j)  de  C.  Une  droite  quelconque  passant  en  o  coupe  la 
courbe  C  en  p  i)oints  confondus  en  o  et;;  seulement,  si  elle  ne  fait  pas  partie  du  faisceau  f,.[x,y)  =  0  ; 
si  au  contraire  elle  fait  partie  de  ce  faisceau,  elle  coupe  la  courbe  en  plus  de  j)  points  confondus  en  o  ; 
pour  cette  raison,  les  droites  du  faisceau  fi{x,  y)  —  0  sont  appelées  les  lanyeutes  à  la  courbe  en  o  ; 
elles  sont  en  nombre  j),  distinctes  ou  confondues,  réelles  ou  imaginaires. 

Mettant  en  évidence  les  diverses  tangentes  distinctes  au  point  o,  nous  écrirons 

f],(x,  y)  =  A(a,.r  +  p,ify;^'>(ao.r  +  ;32j/)/'^  .  .(a,,x-i- &,,v)'V  =  All(a,.r-f-  p,j/)''.-, 
et  l'on  aura    l])i  =  ])  ;     a,    et    p,    sont  deux  quantités  finies  dont  l'une  au  moins  n'est  pas  nulle  ;  les 
quantités  telles  que     a,py  —  (Xj'^i    ne  sont  pas  nulles,  si  l'on  suppose     i^j\     A    est  une  constante. 

Nous  supposerons  la  courbe  C  indécomposable,  c'est-à-dire  que  le  polynôme  F(X,Y)  n'est  pas  un 
produit  de  polynômes  de  moindre  degré  ;  il  en  est  de  même  alors  évidemment  de  f{x,  y).  Il  en  résulte,  en 
particulier,  que  si  l'on  considère  x  comme  la  variable  et  y  comme  un  paramètre,  f{x,  y)  est  premier  avec 

la  dérivée  partielle   y-  ;    si  en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi,  ces  polynômes  en  x  auraient  un  plus  grand 

commun  diviseur  qui  pourrait  se  mettre  sous  la  forme  P(.i-,  ,'/)Q(j/),  P  étant  un  polynôme  entier 
en  X  el  y  ne  contenant  aucun  facteur  qui  soit  un  polynôme  en  //  seul,  et  Q  étant  une  fraction  ration- 
nelle en  y  ;  il  est  clair  alors  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  P(.r,  y)  =  0  ferait  partie  de  la 
courbe  C,  ce  qui  est  contraire  à  1  hypothèse. 

De  même,  si  l'on  considère  y  conmie  la  variable  et  x  connue  un  paramètre,    /'(.r,  y)    est  premier 

()f 
avec  la  dérivée  partielle  -v-- 
Oy 

2.  —  Ktudier  la  courbe  C  autour  du  point  o,  c'est  étudier  les  systèmes  de  valeurs  inlininient  petites 
réelles  de  x  et  y  ([ui  vérifient  l'éciualion  /"  .r,  y)  =  {),  et  construire  les  branches  de  courbe  corres- 
pondantes. 

Soit    [x,  y)   un  tel  système  et  M  le  point  correspondant  ;  appelons    À,   [i    les  paraniélie>  directeurs 

de  la  demi-droite  OM,  et  dans  l'éciuation  (1)  faisons 

.r  =  Ào,  y  =  up. 

L'équation  en  p  ainsi  obteiuie 

0  =  p'7;.(^- 1^)  -<-  p'-^'/m  .(^^  !^)  H-  •••  -1-  ?"'A.l^.  !^) 

aura,  outre  />  racines  nulles,  au  moins  une  racine  inlininienl  i>etili>  égalt>  à  la  distance  (>M  :  donc 
f,,Q',  l-i)    est  une  (piaiitilé  inlininient  petite,  et  comme 

/•,/),.  Il)  =  AII(3,X -|-p,aV'', 
l'une  des  ([uantités     a,À -+- |i,|Jt     est  inlininienl  petite  :  tontes  les  antres  restent  d'ailleurs  nécessairomenl 
finies. 
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Soit     a,À-{-p,a     lo  laflciir  (|ui   dcviciil  iiiliiiiiiH'ul  pclil  :  il  laiil  luiccssaireineul  (lUc  Ir  rait[)ni'l    — 

soit  rot'l,  ot  par  suite,  nous  Novt'iis  (|U('  les  puinls  ilc  la  (■(niilic  iiiliiiiiucnl  voisins  de  l'origiiio  se  Iroiivciil 
rt^parlis  eu  groupes  dislincis,  los  i-ayons  vecteurs  (l(>s  points  (Tnii  niènuî  gr<)up(>  étant  iniininienl 
voisins  de  l'une  des  tangentes  réelles  de  la  courbe  à  l'origine. 

On  est  donc  anient-  à  élu(li(M-  successivement  les  groupes  (pii  correspundenl  à  cluupie  tangente  réelle . 
Soit  2,j-h[i,y  =  0  r(M[ualion  dune  telle  tangente  do  degré  /<,  di'  nuilliplicilé  supérieur  ;i  l'unité  :  en 
appelant  «,  et  A,  deux  coellicicnls  constants  réels,  arbitrairement  choisis,  de  façon  toutefois  que  l'on 
ail  «,a,  4-  A,i,  :/j  0,  les  coordonnées  d'un  point  réel  appartenant  au  groupe  de  la  tangente  considérée 
peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

y  =  x'{cc^  4-  hitj'), 
X   et  y'  étant  di'U\  nouvelles  variables  réelles  infiniment  petites. 

Si  nous  remplaçons  x  et  y  \)i\v  ces  valeurs  dans  ré(jualion  (1),  elle  devient,  après  division 
par  x''', 

(2)  0  =  f\x',y'}  =  A(a,a,  +  /,,3,Vvv'y'./;_,,(î/',  +  ^Ah-iI!/') -^  •  •  +  x'-i' f„{y') 

où  A>-/'i(!/')i/';'-f-i(,'/')'  •  •  •  if'm[y')  sont  des  polynômes  en  //'  des  degrés  marqués  par  leurs  indices,  et 
où  l'on  a    /•;_,,,(0)  ;zi  0. 

Si  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  d'un  point,  cette  équation  représente  une  nouvelle  courbe  C, 
indécomposable  comme  la  courbe  C,  et  qui  présente  à  l'origine  un  point  multiple  d'ordre  1  au  moins, 
y^i    au  plus. 

Les  deux  courbes  C  et  C  se  correspondent  manifestement  point  par  point,  et,  en  particulier,  au 
groupe  de  points  considéré  de  la  courbe  C  correspondent  les  points  réels  de  la  courbe  C  qui  sont 
infiniment  voisins  de  l'origine.  Le  groupe  considéré  se  partage  donc  lui-même  en  autant  de  groupes 
partiels  que  la  courbe  C  a  de  tangentes  réelles  distinctes  à  l'origine. 

Si  d'ailleurs  on  modifiait  ks  constantes  a^  et  ^i,  si  on  faisait  par  exemple  la  transformation 

on  obtiendrait  au  lieu  de  C  une  autre  courbe  K',  et  ces  deux  courbes  auraient  à  l'origine  un  point  de 
même  ordre  de  nniltiplicilé,  les  tangentes  étant  disposées  de  la  même  façon  :  on  passe,  en  ellct,  de  C 
à  K'  par  la  transformation 

(/,7.,  + />,3,  '      '  '•'        r/,a, +  //,?, +  (a,H,—/7iA,)V' 

dont  la  forme  rend  évidente  la  |)ropriété  annoncée. 

Considérons  un  groupe  partiel  correspondant  à  une  tangente  réelle  de  C  d'ordre  de  multiplicité  supé- 
rieur il  lunité.  Pour  l'étudier,  on  fera  une  transformation  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  sur  C  : 
OH  sera  ainsi  conduit  à  une  nouvelle  courbe  C"  indT-composable  cjui  passera  encore  à  l'origine,  et  le 
groupe  i)artiel  considéré  se  partagera  à  son  tour  en  autant  de  nouveaux  groupes  partiels  que  la  courbe  C" 
a  de  tangentes  réelles  distinctes  à  l'origine.  Si  l'on  avait  transformé  K',  on  aurait  obtenu  une  courbe  K" 
ayant  ses  tangentes  à  l'origine  disposées  comme  celles  de  C",  ainsi  qu'on  le  vérifie  aisément. 

Si  l'un  des  nouveaux  groupes  ])artiels  correspond  à  une  tangente  réelle  de  C"  d'ordre  de  multipli- 
cilé  supérieur  à  l'unité,  on  l'étudicra  en  transformant  encore  C"  comme  nous  avons  transformé  C  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Nous  allons  faire  voir  qu'au  bout  d'un  nombre  limité  d'opérations,  tous  les  points  de  C  infiniment 
voisins  de  l'origine  se  trouvent  répartis  en  groujxîs  partiels  appelés  rycirs,  tels  ([ue  chacun  d'eux  cor- 
responde il  uiir  tauLTente  sivi/ilc  réelle  dun»;  certaine  coui'be  C ''  ,  <il)|ciiue  aprrs  /i  Iransl'oriualions  suc- 
cessives analogues  aux  précédentes. 
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Si,  en  effet,  il  n'en  clail  pas  ainsi,  il  faudrait,  qu'à  partir  d'un  certain  moment,  et  l'on  peut  supposer 
dans  la  démonstration  que  ce  soit  dès  le  début,  les  courbes  successives  C,  C,  C", .  .  eussent  à  l'ori- 
gine des  points  multiples  de  même  ordre  de  multiplicité  ;),  sans  que  cet  ordrepuisse  jamais  s'abaisser. 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  pour  les  courbes  C,  C,  C", ...,  C(''~'>  ;  nous  allons  faire  voir  que  le 
nombre  k  a  une  limite  supérieure,  ce  qui  démontrera  la  proposition  annoncée. 

Puisque  la  courbe  C  a  à  l'origine  un  point  multiple  d'ordre  ;?,  il  faut  que  l'on  ait  ;)i  =  }')  \  et 
si  l'on  suppose  que  la  tangente  aiX-h[i|j/  =  0  ne  coïncide  pas  avec  0»/  (s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on 
intervertirait  dans  ce  qui  suit  les  rôles  des  lettres  x  et  y  et  des  lettres  correspondantes,  ce  qu'on 
pourra  d'ailleurs  faire  encore  si  7.,  n'est  pas  nul),  on  peut  écrire 

f\x,  y)  =  {y  —  ix)i'-h 

Pour  obtenir  C,  nous  ferons  la  transformation  simple 

et  l'équation     /'(a.',  y']  =  0     de  C  sera  définie  par 

f\x,  y)  =  x'Pf'[x\  y'). 
Le  ferme  en  y'''  dans  f'{x\  y')  est  précisément  y''\  et  par  suite,  d'après  rbypolbèsc,  on  peut  écrire 

n^\v')  =  {y'-t'^'Y-^- 

On  passera  do  môme  ii  C",  d'équation     f"{x\  y")  =  0     par  la  transformation 

;v'  =  ,r"(f' +  ?/'), 
et  l'on  aura 

f[x\  y')  =  ci^'>'fV',  y'% 

f"[x\  II")  =  (,/"— /W+ 

et  ainsi  de  suite. 

La  courbe    C^''""'^     d'équation    /" ''-'^(.r^''-'',     i/^''~"^)  =  t),     est  de  même  définie  par  les  relations 

m-i)(x(''-i),  ?/'•''■-'))  —  (j/^^~'^ /(''-i).t(*-i))/' _)_  . . . 

Si  nous  faisons  encore  la  transformation 

nous  obtenons  la  courbe  C'',  dont  l'équation  est    /■^(a-t*),  jy(*^)  =  (),     diMinie  par 

^•(A-i)(a;(''-'),  yC'-'))  =  (x^'^))i'fW{x^'^)^  yi'<))  ; 

nous  ne  faisons  d'ailleurs  aucune  bypothèse  sur  la  disposition  de  la  courbe  C^*^  à  l'cM-igine. 
Les  relations  précédentes  donnent 

X  =  x'  =  x"  =  ...  =  art''-"  =  xi''\ 

y  =  tx  -h  l'x-  ■+-  /"x^  +  ■  ■  ■  +  ^^-"a;^  H-  j/(*>ar*', 
/•(a-,  ;/)  =  x^'-f^'^x,  j/<")  ; 

ài/  a-' 

<H{x,  y) 
Mais  (ra])n"'S  ccMpii  a  clr  dit   plus   li;\nl.    les   polynoni(>s   /  .r.   71       e — :— ,      oii   Ion    ("(in>^ul('r('  7 

comme  la  variable  cl  a-  connue  un  paramètre,  sont   promitMs  enlr(>  eux;  on  peut  donc  di'Iernuner  dos 


par  suite,  on  a  ,      —     ^ 


i;ii       i':rri)K  d'ink  coruni-  \L(ii':ni{inuR  AUTorit  din  I'oim-  a  distanck  i  i.nik 

|M)lyiii>iui's   V  (i   O  (Ml  .(■  cl    7.  ri  un  [)iil\  iiouic   U   (mi  ./•  S(Mi1,    Iris  ((ut'  l'i^ii  ail  idrnliiincinciil 

iy(a-,./)  +  Q-'^>  =  RW. 

On  poul  suppos<M"  qiu'  T.  (J,  U  naionl  pas  en  connnuu  le  l'aclour  ./•  ;  appelons  alors  /*  l'exposant  do  la 
plus  liauto  puissance  de  x  qui  divise  \\{x)  :  le  premier  membre  de  Tidenlité  précédente  sera  divisible 
l)ar  .«•'',  mais  ne  le  sera  pas  par  une  puissance  supérieure  de  x. 

Si  maintenant  on  y  remplaci*  7  par  sa  valeur  en  fonction  de  x  et  de   ?/'''',    il  en  sera  encore  de 

()f(x    y) 
même:  or,  les  valeurs  préf-demmenl  écrites  pour    /T.r,  y)  et  '  montrent  que  ce  premiermem- 

bre  contiendra  alors  en  l'acteur  une  puissance  de  x  dont  l'exposant  sera  au  moins  égal  à  /•'/) — 1)  ; 
on  a  donc  nécessairement 

k'j)  —  1)  <  /«,  ou  le  < , 

cl  comme  /;  (>sl  un  nombre  parfaitement  dé'terminé,  on  voit  bien  (jue  /.•  a  un(;  limite  supérieure. 

3.  —  Ktudions  maintenant  un  cycle  en  particulier. 

I.a  courbe  C  a  une  tangente  multiple  réelle     x2,'-+-  ^?/  —  0  :     nous  posons,  en  modilianl  un  peu  les 
notations  précédentes, 

(    X  =  xJ — 3H-a(/,)  ,^     , 

la  cmirbe  Ci  ainsi  obtenue  a  une  tangente  multiple  réelle     Xia;,  +  S.,?y,  =  0;     nous  posons  encore 

et  ainsi  de  suite. 

La  courbe     Ca_,     a  encore  une  tangente  multiple  réelle     '^/,„iX/,_i  +  |î,,_, ?/,,_,=  0  ;     nous  posons 

/    ]lk-\  =  Xk{^k-i  +  '^/.-iVa) 

et  la  courbe    C^   ainsi  obtenue  a  une  tangente  simple  réelle     a,.a-/, -f- Jî^?//;  =  0  :     nous  nous  proposons 
d'étudier  le  cycle  de  C  qui  correspond  à  cette  tangente. 
L'équation  de  C/,  est  de  la  forme 

i^k^k  -+■  hVk)%-\{xk^  Vk)  +  ?,-^i(-r/,,  Va)  -!-••■+  ?„(•!•*,  Vk)  =  0, 

si  celle  courbe  est  de  degr('  »,  et  a  à  l'origine  un  poiiil  miilliple  d'ordre  7;  o,,_i{xh,  y/,),  '■p,y_|_i{a?/.,  j/a),  •••• 
sont  des  polynômes  homogènes  en  Xu  et  ///,  des  di.'grés  marqués  par  leurs  indices  ;  o,_i(.rt.,  j/a)  n'ad- 
met pas  le  facteur  a^av,  H-  ^a?/a-  H  faut  étudier  les  points  de  cette  courbe  infiniment  voisins  de  l'origine 
et  (jui  correspondent  à  la  tangente     ^k^k-^  ^kl/k-     Posons  encore 

après  celte  substitution  et  division  par  /',  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(3)  0  =  .^^(/)  +  0.^,(0  +  0%,(0-^ , 

•^'i*  ■î'o(0'  '^'l(^^  't'î('',  •  •  •  désignent  des  polynômes  entiers  en  /,  les  deux  premiers  s'annulant  avec  /, 
et  le  premier  'l^it)  n'étant  f»as  nul  identiquement. 

Il  est  clair  que  tout  revioiil  h  ('■tiidier  l(;s  valeurs  rrMdles  de  /  et  0  rpii  sont  simullaïK'incnl  iiilini- 
ment  petites. 

Or,  pour     /  =  0,     l'cfiuation  '3;,  en  0,  admet  une  seule  racine  nulle  ;  donc,  d'après  un  théorème 
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d'algèbro  bien  connu,  pour  une  valeur  infininiont  petite  et  réelle  de  /,  elle  admettra  une  seule  racine  0 
infiniment  petite  nécessairement  réelle.  Si  d'ailleurs  àoU)  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  t  commence  par  un  terme  hj\  il  est  clair  que  la  partie  principale  de  0  sera  précisément  h,V  ;  en 
posant 

0    =:    hj'  +  0', 

l'équation  (3)  se  changera  en  une;  é((uation  de  même  forme  en  0',  d  l'on  p(nirra  sans  diincullé 
déterminer  la  partie  principale  de  0'.  En  continuant  de  la  même  façon,  on  obtiendra  le  développement 
de  0,  poussé  aussi  loin  qu'on  le  voudra,  procédant  suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  /, 
sous  la  forme 

0  =  hj^  +  h^^  j/v+1  -H h  Jh_^,r-^'-{\  -i-  0,), 

les  coeflicients  //,  et  h,_^,  n'étant  pas  nuls,  et  ^'i  étant  une  fonction  de  /,  infiniment  petite  et  réelle  en 
même  temps  que  t  qui  n'a  qu'une  seule  valeur. 

En  portant  cette  valeur  de  0  dans  les  formules  (s/,),  puis  les  valeurs  ainsi  obtenues  pour  x^  et  î/^ 
dans  les  formules  (•?/._!),  et  ainsi  de  suite,  on  voit  que  finalement  on  obtiendra  les  valeurs  des  coordon- 
nées X  et  y  d'un  point  appartenant  au  cycle  considéré,  développées  aussi  loin  qu'on  le  voudra  sui- 
vant les  puissances  entières  et  croissantes  du  paramètre  /,  sous  la  forme 

J    .X  =  l„l>'  H-  /,  ,.,t"-^'  4-  ■  •  ■  +  lr+p-t>'^"\i  H-  ;) 

^  i    y  =  ni,J''  -\-  m,+,/î+'  +  •  •  •  -l-m,_^,7î+'v'(  1  -^rj, 

les  coellicients  1^,,  lj,^.j/^  m,j,  m,,_^,j'  n'étant  pas  nuls,  et  ?,  v)  étant  des  fonctions  de  /  infiniment 
petites  et  réelles  en  même  temps  que  /,  n'ayant  chacune  qu'une  seule  valeur  :  les  coefficitMits  /  et  /;( 
sont  d'ailleurs  réels. 

En  procédant  de  la  môme  façon  pour  chacun  des  cycles  de  C,  on  représentera  chacun  de  ces  cycles 
par  des  formules  telles  que  (4). 

4.  —  Construisons  maintenant  le  cycle  représenté  par  les  équations  (4).  Ce  cycle  est  représenté  par 
deux  branches  distinctes  correspondant,  l'une  aux  valeurs  positives  infiniment  petites  de  /,  l'autre  aux 
valeurs  néf;alives  :  ces  deux  branches  sont  nécessairement  distinctes,  car  elles  correspondent  point  par 
point  aux  deux  branches  évidemment  distinctes  du  cycle  simple  de  léquation  (3),  où  l'on  suppose 
que  t  et  0  sont  les  coordonnées  d'un  point, 

o  =  /«,r+ +/«.s-+,./'+'-(H-^). 

Si  ;)  est  diflerent  de  7,  les  deux  premiers  termes  I,,!''  et  »,,/''  des  développements  de  x  et  j/  sulli- 


V\K.  1. 


FiK.  2. 


Fig.  a. 


Kip.  i. 


s(Mil  pour  dêl(unun('r  la  l'orme  ihi  cycle.  Supposons  par  exemple  /'  <C '/  :  on  aura  évidemment  quatri' 
formes  dill'ércntes  représentées  sur  les  ligures  l,  '2,  3,  \  et  correspondant  respectivement  aux  cas  *\o  : 
1"  p   impair,  7  pair;  2"  /)  impair,  7  impair;  3"  p  pair,  7  impair;  T  /)  pair.   7  pair. 

Si  !"(»n  a     /i  >•  7,     ricMi  n'est  chani;t'  :  l'axiMli^s  7  riMnplace  l'axe  des  .1. 

Si  l'on  a  p  =  7,  hi  tangente  au  cycle  au  lieu  d'iMpt»  Taxc^  (h'S  v  ou  l'axe  des  7  est  la  droilc  (){' 
(ré(iuation     //^,,.r  —  /,,7  =  0;     au  lieu  des  (Miualions  [à)  on  t'orira 

^**^  \     lll,,X  —   /,,//   =::  //,/'■  -t H  »,  ,,.'/'-^'"(t  H-  C) 


i3t; 


r.n  i)i;  hiM'!  coiiji;!'  ai.c.khiuoi'k  autoi'h  dtn  point  a  distanck  finie 


analogues  aux  pn'H'tMlcnlos,  ol  /•  tMaul  supc-iiour  ;i  /',  on  ohliiMidra  les  mi''inos  fonnos  que  précé- 
(liMninoiil. 

Knrésumi',  les  points  iiiliniinoiil  voisins  do  l'origine  sur  la  ronibo  C  foi incnt  un  certain  nonibro  do 
cycles,  et  chacun  de  ces  cycles  a  l'une  des  formes  indiquées  par  les  ligures  précédentes. 

Lorsque  deux  cycles  ont  la  même  tangente,  il  sera  toujours  facile  de  les  placer  l'un  par  rapport  à 
l'autre.  Supposons,  ce  qu'on  peul  toujours  faire  d'après  ce  qui  précède,  que  la  tangente  commune  soit 
l'axe  des  x.  Les  doux  cycles  sont  alors  représentés  j)ar  des  équations  telles  que  (4)  oîi    ])  <  (j     et 

l  x  =  h,.l'-\-   ••-h//,_j.,,./''-+'-'(l-)-r) 

^^'^  j  //  =  ksi"  +  •■•  +  k.^.d'^-'-'ii  +  V; 

analogues  aux  équations  (4),  et  où  Ton  a  aussi     s  >  /■. 

Si  l'on  prend    .r   rnmmo  infminient  iietit  principal,  la  partie  principale  de   y    est  pour  le  premier 

X  \  '■ 


'vcle    7/1 J  — 


et  pour  le  second     /.\ 


h. 


Si  ces   parties    principales  ne  sont  pas  égales,   on 


voit  immédiatement  quelle  est  la  disposition  relative  des  deux  cycles  ;  si  elles  sont  égales  à  une  même 
quantité  j/,  on  cherchera  pour  chacun  des  deux  cycles  la  partie  principale  de  la  ditférence  y  —  j/i; 
cl  ainsi  de  suite.  Au  bout  dun  nombre  limité  d'opérations,  les  (l(»ux  cycles  se  sépareront  l'un  de  l'autre, 
car  ils  sont  distincts,  puisqu'ils  correspondent  point  par  point  .à  des  points  évidemment  distincts 
d'une  des  courbes  transformées  O''-. 

5.  —  Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple.  Nous  remarquerons  tout  d'abord  que  dans 
la  pratique,  les  substitutions  telles  que  (s),  (.9,),  .  .  pourront  être  beaucoup  simplifiées.  Si  par  exemple  p 
est  durèrent  de  zéro,  on  peut  le  prendre  égal  à    —  1 ,     et  écrire  au  lieu  des  formules  (s)  : 

y  =  a-,(a +  ?/,), 

OU  simplement  y  =  ar(a-f-j/i), 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  à  chercher  aux  environs  de  l'origine  la  forme  de  la  courbe 

{y  -  2x)-'  +  {y  —  2x)-(y*  ■+-  x')  4-  y'  =  0. 

(Pruvost,  Grom.  Analyt.) 
On  fait  y  =  x{2  4-  y,), 

et  l'on  obtient 

î/ï  +  ,x.V?((2  +  v,)^  +  l)H-a;2(2  4-j/,)^  =  0. 

Celte  courbe  a  à  l'origine  un  point  double  et  les  tangentes  y  sont  confondues  avec  l'axe  des  y.  On 

fait  donc 

X  =  a'iJ/i, 
et  il  vient 

?/?  +  ^.?/i((2  -+-  2/.)*  -H  1)  +  x\{^  +  yxT  =  0. 
Cette  courbe   a  à  l'origine   un    point   double   à   tangentes  distinctes  ;  donc  la  courbe  proposée 
présente  à  l'origine  deux  cycles  correspondants  à  ces  deux  tangentes. 
Le  premier  cycle  correspond  à  la  langente 

l-28.r, +  17//,  =  0, 
et  donne  par  suite,  en  faisant     */,  =  /, 


d'où 


^  =  "Î28Î/'^*-^'^' 
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Le  second  cycle  correspond  à  la  tangente    a^j  =  0  ;     en  supposant    y,  =  t,    on  posera    Xi  =  iji^i', 

il  vient  alors  : 

//i  +  a;-,((2  +  //i)^  +  1)  +  xli'i  +  1/j)'  =  0  ; 
•on  voit  que 

^2    =    --f^(l+?2), 


Xi 


^(1  +  ?.), 


l  ^.  =  -^(1-1-?), 


et  par  suite 


Ces  deux  cycles  se  construisent  aisément  :  au  premier  correspondent 
les  deux  branches  OM,  OM';  au  second  les  deux  branches  ON,  ON'  {fig.  5). 
La  branche  ON'  est  placée  au-dessous  de  la  branche  OM',  car  pour  le 

premier  cycle  la  partie  principale  de     >/ — 2x    est  d'ordre    —    par  ra|)- 

4 
port  à  X,  tandis  que  pour  le  second  cycle  cette  partie  principale  est  d'ordre    —    seulement. 
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389.  — -  On  considère  les  coniques  osculatrices  à  un  cercle  donne  en  un  point  0,  «'/  telles  que  l'un  des 
foyers,  F,  .soif  sur  le  cercle,  et  on  demande  : 

lo  Le  lieu  du  second  foyer,  F',  de  ces  coniques  ; 

2"  Le  lieu  de  leurs  centres  ; 

I}"  L'enveloppe  des  axes  focaux  ; 

¥  Le  lieu  des  sommets  situés  sur  les  axes  focaux. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  tangente  au  cercle  au  point  0,  j)our  axe  des  //,  le  diamèlre  du 

cercle  normal  à  celte  tangente  et  dirigé  vers  le  centre.  Si  alors  nous  désignons  par   u    l'ordonnée  du 

•centre,  c'est-à-dire  le  rayon,  le  cercle  a  pour  équation  ponctuelle 

X-  -h  '/-  —  2«7  =  0, 
et  pour  équation  tangentielle 

—  a-u-  -h  '■2a LUC  -+-  ic-  =0. 

Nous  aurons  l'équation  tangentielle  des  coniques   cherchées  en  exprimant   ([uflle  admet   la  solution 

M  =  0,       ('  =  1,       //•  =0,       mu\  le   point  de  contact  de  cette  droite      ( --  —  i)  )      eoin«id«'  avec   le 

point  O,  et  enfin  (lue  l'ombilic  relatil'  au  cercle  et  ;i  la  conitiue,   et  associé  au  point  (>.   est  sur  l'axe 
des  X.  Nous  obtenons  ainsi 


A»^  -I-  2\inn' 


2A 


VU'  -+-  Or-  =  0. 


Désignons  alors  par  a,  ^  Uîs  coordonnées  cartésiennes  du  l'oyer  qxù  décrit  le  cercle  doiuu',  par  a',  P',  7' 
un  système  de  cooidonnées  liom()gènes  ordinairt>s  du  t'oycM-  associé  ;  l'ensemble  de  (-es  deux  points 
constitue»  une  coniqu(>  (jui  l'ait  partie  du  systènn*  des  coni(|ues  homofocales  ;i  la  conique  cherchée;  on 
doit  donc  avoir,  pour  une  cerlaim»  valeur  de   À.   l'ideulile  siii\aiile  : 

2  A 

\n''  -t-  2Huu' cir  4-  C/r'  -+-  l.ii^  -+■  r-)  ^  {^u  -h  ^v  -+-  «•)(«'{<  +  fj'p  -f_  v'ifi. 


IHS 


(iKOMKiuii';  a.nai.yhoik 


Ci'tl''  idt'Ulih'  st'  tiaduit  i);ir  li's  si\  ('(iiialioiis 

ai'  =  A  -f-  À, 

v'  =  C. 


a3'  4-  p-/  =  0, 
a-/  +  -/     =  2H, 

2A 


(•t'll.'>  (If  l;i  iMcmiiTc  coloimt'  (luiinonl  df  suite  -/,  V,  •/   en  roiiclioii  des  auUes  Icllrcs  ;   en  portani  ces 
valfuis  dans  les  trois  autres,  ot  trnani  coni[)to  de  la  lidaliou     a-  +  [i-  —  2^/8  =  0,     ou  obtient 


A[i  ,  A  a 


et 


2a  a  '^  2a 


3A_ 

'2âï 
.{A 

203' 


(i) 


Des  valeurs  trouvées  pour  H  et  C,  on  déduit  de  suite  réciualion  do  la  conique, 

l\n,  i\  H')  =  —  2fl;i/r'  -+-  lixiiir  -+•  Vf^rir  -+-  3iv^  =  0, 
à  laquelle  il  tant  ajoiudre  la  relation     a-  -f-  i-  —  2ai  =:  0. 

1"  D«^signons  alors  par  .r,  //,  z  les  coordonnées  lioniogènes  du  second  loyer,  et  par  0   un  certain 
l'acteur:  nous  aurons 


(ix  = 


(Uj=  -1, 


p' 


Leliniinalion  de  a,  3  et  0  entre  ces  trois  équations  et  la  relation      a-  -i-  [i^  _  2a^  =  0      est  très 
simple  et  conduit  au  lieu  du  second  foyer;  on  obtient  ainsi  le  cercle 


2"  L'équation  du  centre  de  la  conique  (1)  est 

1  Of 

^  -r  =  0  ou 

2  oir 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  donc 


(2) 


X  ==  —  cl 

o 


a»  H-  23t'  -i-'.iir  =  0. 


23 


réliminalion  de  a,  i  est  encore  immédiate  et  conduit  a  lellipse  dont  léquation  est 


!f       «.'/ 


0. 


(3) 


4       :} 

3°  L'axe  focal  est  la  droite  qui  joint  le  point  (a,  3)  au  centre.  Il  a  donc  pour  équation 

X  1/  \ 

a  p  1=0, 

a  2;i  :{ 

on  p.r  _  2aj/  -^  a3  r^  0  ; 

et  en  identifiant  ct-tlc  t-ipiation  avec  l'équation  générale  de  la  droite,      u.r  -h  oj  -+-  ir  =  0,      on  a  de 
suite  3  =  ûi/,  2a  =  —  Of,  aS  =  fur. 

L'élimination  dr  -i.  ^,  0  se  fait  encore  très  aisément  et  conduit  à  l'é'fpiation  langiMitielle  de  l'enveloppe, 

}rir{Au^  -h  y2)  -+-  /mvu-]  =  (».  (4) 

Cette  équation  se  décomi)ose  en  ibux  :     îc  =  0,     qui  représente  l'origine  des  coordonnées,  et 

/'•(4u^  -+-  V-)  -+-  Aavu-  =z  0, 
qui  n-pn.'sente  une  courbe  de  troisième  classe  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini  en  deux 
points  imaginaires  conjugués,  et  qui,  par  suite,  est  la  projection  oblique  d'une  bypocycloïde  à  trois 
robroussements.  L'origine  s'introduit  dans  cette  enveloppe,  parce  que  ICqualion  (1),  pour  a  =  p  =  0, 
se  réduit  à  //•»  =  0,  i;t  que,  pour  cette  conique  >ingnlière.  l'axr  e>t  um^  droite  (pu-Ieonciue  passant  par 
le  point  O. 
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Il  est  facile  de  trouver  réquation  ponctuelle  de  l'enveloppe  et  de  construire  cette  courbe.  En  effet, 
de  l'équation  de  l'enveloppe,  on  tire  la  valeur  de  ii\  lo  =  —  y—^ ;  l'équation  générale  des  tan- 
gentes à  cette  courbe,  c'est-à-dire  des  axes  focaux  des  coniques  du  système  considéré,  est  donc 

'^'  —  Aavn^  =  0, 


{ux  -+-  vy  {ht-  ■ 


V'I 


et  l'on  obtiendra  l'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe  en  annulant  les  deux  dérivés  de  cette  fonction, 
par  rapport  à  u  et  à  r,  et  éliminant  entre  ces  équations,  le  rapport  —  ou  le  rapport  —  ;  mais  il  vaut 
mieux  résoudre  les  deux  équations  dérivées  par  rapport  à   x  et  »/,    car  on  obtient  ainsi  pour   x  et  y 

Il  c 

deux  fonctions  rationnelles  du  paramètre  —  ou  — .  (les  calculs,  très  faciles  à  effectuer,  donnent  pour 

0  }l 

résultats 


Haiio'-^ 


Aan-liu- 


{Au-  -h  v^j^ 


(An' 


puis,  en  posant 


8a  f 


U  -+■  t^Ç- 


V 


\a  'i  —  (' 


(o) 


[A  -^  i-r 

La  discussion  simultanée  de  ces  deux  fonctions  est  simple.  Ilemar([uons  d'abord  (jue  le  cliangemeiit 
de  /en  —  t  n'altère  pas  la  valeur  do  y  et  donne  pour  nouvelle  valeur  de  .r  une  valeur  opposée  à  la 
première.  La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  ?/,  et,  si  l'on  tient  compte  de  celte 
symétrie,  il  suffit  de  construire  la  portion  de  courbe  obtenue  en  faisant  varier  /  de  0  à  -t-  oc.  Cela 
posé,  prenons  les  dérivées  de  .r  et  de  ?/, 


(A  -+-  l'r' 


.'/ 


8nt  f—  \-2) 

{A-hi'r 


ces  deux  dérivées  ne  s'annulent  qu'une  fois  dans  l'intervalle  considéré,  pour     /  =  /  [-1:     depuis     /  =  0 
jusqu'à     /  =  /12,       x'  est  positif,  y',  négatif;  ensuite  les  deux  signes  changent.  De  là  résultent  les 

deux  variations  de  x  et  de  y:     x  part  de  0,   pour      /  =  (),      et  croit  jus(iu';i   un  maxiiiuim.     ' — ^ — ■ 


qu'il  atteint  pour     /  =  /12,     puis  décroit  depuis  ce  maximum  jusqu'à  la  valeur  0;    en  même  temps, 

'/  |)iut  de  la  valeur  a,  pour     /  =0,     décroit  jus([u';i  un  iniuinuim,     — — . 

o 

(ju'il  atteint  pour     /  =  sM:2     et  croil  ensuite  jusqu'à  0.  Lf  coeflicieul  au- 

y'  1 

Kulaire  de   la  lanuvnlc,    ^,   esl  ici      ;      il  croit  rci^ulieremcnl   de 

°  ■  X  I 

—  00     à  0.  Ou  oblii'ut  donc  ainsi  l'arc  AMBNO,  dans  le  sens  des  llèchos. 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  compléter  la  courbe,  à  l'aide  de  la  symétrie  conslalée, 

}»ar  rapport  à  Oy.  Les  points  de  rebrousseuitMit.  A,  H.  I> .   sont  nctteiui'ul 

mis  en  évidence  par  cv\[o  discussion. 

4"  Soient  x  et  y  les  coordonnées  de  l'un  des  sommets  dt»  l'axe  focal,  et   *^  c.  ic  un  certain  système 
•de  coordonnées  homogènes  de  la  tangente  en  ce  i)oint  ;  ces  ciiui  nombres  verilieront  les  équations 

=:  —  r/i«  -\-  iir  =  x, 

^2    au 


i>    Oc         ^ 


!/i 


—  -^  r-  m  -4-  i'^v  -+-  3/r 
'1    Oir 


1, 


iil) 


(îKOMKlIllK    A.NAI.Vnoi  K 


li.r  -+-  vij  4-  /r  =  0 
ri  pz— 2avH-ap  =  0. 

Nous  aurons  iloiu-  le  lieu  dos  soinmels  en  ('liniinant  ^t,  t\  iv,  a  et  (i  (Milre  ces  cin(i  é(iuaUons  et  la 
lelalimi  a^  -  S''  —  "lu':,  —  0;  or  les  trois  premières  équations  du  système  précédent  donnent  linéaire- 
nii'ul  */,  r,  ir  ;  en  Icnanl  compte  de  -t-  4-  ^'-  =  2(/i,  cl  en  portant  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans  la 
•  lualri^ine  t'i|ualioii,  on  t>st  ramoné  à  éliminer  a  et  p  entre  les  trois  équations 

(*/*  —  ^ix-  -h  àaij)'^  -\-  4x)/a  —  5a?y2  ^  Q, 

ai  — !2a(/  -\-^x  =  0, 

a2  +  p^  — 2a^  =  0. 

Ces  equalicns  ne   eontiennriit  que    a-,  |i-,  a^,  a,  ^;    en  mulliplianl  la  première  par    a,    puis  |}ar   ^, 

la  seconde  par  a.  puis  y  substituant  à  a-  la  valeur     2fl[i  —  fi-,     on  obtient  six  équations  linéaires  entre 

a-,  i-,  a^,  a,  i,     et  l'élimination  de  ces  quantités  entre  elles  donne  le  résultat  sous  forme  dun  détormi- 

nanl  du  sixième  ordre, 


=  0, 


dans  loipel  11  (lésiLini'.  pour  abr(''i:er,  la  fonction  \l  =  y-  —  Ax--hàny.  En  multipliant  la  cinciuième 
ligne  par  »/,  et  divisant  la  (piatrième  colonne  par  y,  la  dernière  par  ?/'-,  on  supprime  le  facteur  ?/',  et 
il  reste  une  équation  du  sixième  degré,  que  Ton  amène,  par  dos  transformations  faciles,  à  la  forme 

—  4  ry      211  —  5'/  '/  1 1  (ixy 

H  Hxy  —n)ny^  =0. 

0,7  U  811  -+-  1  l.r-  —  20(/(a  +  y) 

Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  du  lion  des  sommets  par  un  procédé  plus  ordinaire  :  il  sullit  do 
remarquer  que  la  première  dos  trois  équations  entre  lesquelles  on  doit  éliminer  a  et  ^  est  linéaire,  d'en 
déduire  la  valeur  de  a  et  de  porter  l'expression  ainsi  obtenue  dans  les  deux  autres;  il  n'y  aura  plus 
alors  qu'à  éliminer  p  entre  deux  équations  du  second  degré. 

Mais  on  peut  encore  procéder  autrement.  L'équation  (1)  montre  en  effet  que  toutes  les  coniques  du 

svstème  sont  des  ellipses  ;  alors  en  appelant  /•   la  longueur  du  demi-grand  axe,  on  a    2/=0K-i-0F'  ; 

a        i  OF 

d'autre  parties  coordonnées  cartésiennes  dusecond  foyer  sont   — — ,    -i- ;     j)ar  consécpient    01''=—, 

ti  o  o 


1 

1 

0 

0 

—  ±i 

0 

Axy 

1) 

II 

—  ocf»/- 

0 

0 

0 

H 

ixy 

0 

—  Srtjy» 

0 

0 

0 

0 

ixy 

H 

—  oa?/^ 

0 

1 

0 

—  X 

—  2(^^  +  7/) 

An  y 

0 

() 

1 

-'Ml 

x 

0 

20F       2/a2 


2/2^/3 


ol     /•  = 

3  .{  .{ 

lit'nt  la  relation     iÀ  —  2-/.;i  =  0  ;     on  a  donc 


2^ 


D'ailleurs  les  paramètres  principaux  do  l'axe  focaK  À  et  ;ji,  véri- 


1 


1 


P         v/4a='-+-p^        v/Sap— ;}p 
par  suite  les  coordonnées  du  sommet  sont  donni'os  par  les  expressions 

a       4a      /      %i 


y  = 


2^ 


2?     /_2« 


33 


.    .  ,.  ,  /8«  — 3pl  ,   .         ,  2a(Ao^  —  i) 

l  SI  I  on  pose     V  — =  0,     on  obtient  de  suite     fJ  =  '■ 

'        2rt  '  3a- 
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puis 
enfin 


2a 


X  =  —(l-{-  4p)v/(4?-''  —  1)(1  —  f), 
\}o-  ' 


Aa 


Telles  sont  les  fonctions  qu'il  laudrait  étudier  et  discuter  pour  avoir  la  forme  du  lieu. 


F, 


Solution  géométrique.  (Voir  la  figure  ci-conlre.)  —  On  sait  que  le  centre  du  cercle  osculateur  cà  une 

ellipse  en  un  point  est  le  conjugué  harmonique  sur  la  normale  en  ce  point 

du  pied  de  cette  normale  par  rapport  aux  deux  points  où  elle  est  coupée 

par  les  perpendiculaires  élevées  aux  foyers  sur  les  rayons  vecteurs  du  point 

considéré.  L'une  de  ces  perpendiculaires  passe  au  point  A,  diamétralement 

opposé  à  (),  l'autre  au  point  B,  et,  si  l'on  désigne  par  C  le  centre  du  cercle 

2  1  1 

donné,   on   a    (Tp  =  (Tâ  +  7Tf>  !     Puis,  comme     OC  =  a,     OA  =  2a,     on 


y 

A 

^ 

>: 

H^^ 

s.                      ^ 

//F) 

\       / 

c; 

^/ 

\     V     B 

/■ 

Au/ 

j  J 

\  vW 

-N 
^ 

(y 

=^ 

0 

X 

déduit  de  là    OB  =  y  =  ^ 


Le  lieu  du  point  F'  est  donc  le  cercle  dé- 
crit sur  OB  comme  diamètre. 

Il  résulte  de   là  et   de  l'égalité  des  deux  angles    FOA,   F'OB,    que 

OF'  :=  — -!     par  suite,   les  coordonnées  cartésiennes  du  point    F'    sont 


celles  du  milieu  de    FF'   sont  donc     -^  et  -^ 


Par  suite  le 


3       3 

lieu  du  centre,  oj,  est  une  ellipse  dont  les  ordonnées  sont  doubles  de  celles  du  cercle  décrit  sur  OB  comme 
diamètre. 

Pour  avoir  le  nombre  des  droites  telles  que  FF'  et  qui  passent  par  un  point  M  du  plan,  il  faut  chercher  la 
nature  de  la  correspondance  qui  existe  entre  les  rayons  des  deux  faisceaux  MF  et  MF'.  Or  à  toute  droite  MF 
correspondent  deux  points  F  sur  le  cercle  donné,  et,  par  suite,  deu\  points  F'  sur  l'autre  cercle;  île  même  à 
louLe  droite  MF'  correspondent  deux  droites  MF;  la  correspontlance  entre  .MF  et  .MF'  est  donc  (2,  2/,  et  les  deux  fais- 
ceaux superposés,  MF  et  MF',  ont  quatre  rayons  doubles.  Mais  l'un  de  ces  rayons  est  visiblement  .M(».  La 
véritable  enveloppe  des  axes  focaux  est  donc  de  troisième  classe.  D'ailleurs  si  on  se  donne  la  direction  de  l'axe 
focal,  il  est  facile  de  déterminer  le  triangle  FF|0,  dans  lequel  les  directions  des  droites  FF|  et  FF'  sont  connues, 

et  où  Ton  sait  en  outre  que    OF'  =  — —  >     ou  tout  ou  moins  de  déterminer  un  triangle  semblable  à  celui-là.  Il 

n'y  a  donc  qu'une  conique  ayant  un  axe  focal  de  direction  donnée.  Par  suite,  par  un  point  de  la  droite  de  l'inlini, 
on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  ordinaire  à  l'envuloiqti'.  Cette  courbe  admet  donc  la  droite  de  l'inlini  conimo 
tangente  double. 

Solulion  aiialyliquc  à  peu  près  CDinpIfli'  de  M.  Vasmkii. 

Solution  }^(S)Mi(Hii<iU(' iliUi'i'Cnlc  iiar  M.  Kscm,  îi  Lahaslide-sur-LlHTS. 


352.  —    li'iiii  ])()nil   A   (l'imr   flhjisf  un   niriir  Ifs  Irais  nunnnlrs    ni(li'jii'iiilii)ii>iii'iit  ilr  hi  xonudh'  iiii 
piiiiil  A);  /('\  liiiii/fitlfs  à  ri'llij).se  nii.r  j)i)iiils  M,  N,  P  fniinrnl  un  Irutiiijli'  BCD. 
/'r<ntcci\  lorsque,  Ir  jioint   A  di'crit  l'i'llipsi'  : 
i"  Le  lieu  des  sommris  de  ce  Iridiii/lr  BCD  ; 
"1°    l.r  lieu  (lu  /loiiil  dr  cnnroins  ilrs  luiiili'urs  \ 

\\°    l.r  lirii  des  rrnlrrs  di's  crrclrs  Idin/rnls  aux  trois  rnfrs,  ri  du  cirrlr  rirrnusrril  ; 
i"   //riivrlopjK'  du  rrvcir  circousvril. 


I  'ri 


(".riOMKTHlK   ANAI.VTini  K 


IMt'iioiis  pour  axt's  de  C(>oi(l(»iiin''t'S  los  axes  de  l'ellipse  ;  r(''(|iiari(iii  de 

eetle  ctiiirbe  est  alors 

.r-         »/2 

—  +  77  -  >  =  0' 
'<-  /y* 

et  désignons  par  .!„,  j/„  les  cooidomu'es  du  point  A. 

L'ecpiation  aux  cooflicients  angulaires  des  normales  issues  du   point 

A  à  lellipsc  est. 

()/„  —  mx^y-la""  -h  b-in^)  —  rS»^  =  0. 

Si  le  i)oinl  A  esl  sur  l'ellipse,  celle  (iquation  atlniel  la  racine      -j—^     ot, 
eu  divisant  le  premier  membre  de  l'équation  précédenle  par    ;/(  —      '  "  .    on  obtient 


a'  —  -Ih-      y„ 


r —  m '—  =  0, 

(r  x„ 


qui  es!  ré([uation  au\  coefficients  anjtulaires  des  normales  AM,  AN,  AP. 

l-]u  changeant    ///    en ou  aura  r('([uatiou  aux  coellicienls  angulaires  des  côlés  du  liiangle 


HCD, 


m 


nr  -f-  ■ •  —  m^ ; m  -\ =  0. 

a-  I/o  Ir  I/o 


(1) 


Soient    r,  7    les  coordonnées  du  sommet  B  ;   la  droite    AM    aura  pour  équation 

-4-^+1=0     H; 

X 

par  conséquent  le  coeflicienl  an2:ulaire  de  MC  esl    —  5    ceux  de  BN  et  BP  sont  les  coefficients  angu- 

?/ 
laires  des  tangentes  menées  de  B  à  l'ellipse. 

II  en  résulte  que  les  coeflicienls  angulaires  des  côtés  du  triangle  BCl)  sont  racines  de  l'équation 


1x11              if^  —  h^ 
-. — '—.  m  +  —^ ^^, 


L  X-  —  n-  X-  —  o/j  \  y 

Les  équations  (1)  et  (2)  ayant  mêmes  racines,  on  devra  avoir 

?/o      yix-  —  a-) 
'Ih-  —  //-         "Ix^  -+-  if-  —  Ir 
li-  x"^  —  (i^ 

a-  -r-  c-     Xq       x{x-  -+-  2ij^  —  a-) 


=  0. 


=  0. 


(2) 

(3) 
W 
(5) 


r  La  relation  (-4)  étant  indépendanlo  de   Xq,  j/,,,    est  l'équalion  du  lieu  du  point   B,   c'esl-;i-dirc  des 
sommets  du  trianule  BCD. 
Cette  équation  s'écrit 

elle  représente  une  ellipse  ayant  mêmes  axes  ((ue  l'ellipse  doimée. 

2"  En  écrivant  que  le  point  A  est  sur  la  droite  AM,  on  a 

xy  -+-  x^y  -f-  y^x  =  0,  (H) 

equalion  <|ui  rt-préserite  unr  liyperbolc  équilatère  II  passant  par  les  points  B,  C,  D. 

En  i)ortant  dans   .{   la  valeur  de  ./•</  tirée  de  l'équalion  (III,  on  a  une  deuxième  conique  passant  par 


(*)  Il   suflit,  cil  elfi-t,  (\f  icmarqiii;r  (juc  cette  liioitc  est  la  ijolaire  du  ijuiiit     ( -• \     d'après    les   formules 


lonnues  «le  Joachimstal. 
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les  points  B,  C,  D, 

^o?yo(-^"'  +  y-)  +  (^u  +  î/oj-'t','/  -t-  ^^''>ji>x -+-  «-j?o.'/  =  <> 
ou,  en  tenant  compte  encore  de  (H), 


x^^y^-'^x  +  '-fy=0,  (C) 


équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD. 

Si  l'on  forme  la  combinaison 

2Ï  —  (a*  +  b'-)C  =  0 
on  obtient 


.•■^-?/^  +  (a^-f-/>^)(^-^j- 2.^=0, 


fH') 


autre  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  B,  C,  D. 

Le  quatrième  point  de  rencontre  des  deux  hyperboles  équilalères  (H;  et  (H')  sera  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  du  triangle  BCD. 

On  voit  aisément  que  ce  point  a  pour  coordonnées 

X  =  —  2xo,  y  =  —  2.Vo. 

On  en  conclut  le  lieu  des  points  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  BCD. 


3°  Le  centre  du  cercle  (C),  circonscrit  au  triangle  BCD  a  pour  coordonnées 

C^Xo  c-ijo . 


on  en  conclut  que  le  lieu  de  ce  point  est 

Aa^x- +  Afjhf  —  à  =  0. 

Pour  avoir  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  au  triangle   BCD,  cherchons  d'abord  l'équalion 
générale  des  coniques  passant  par  les  points   M,  N,  P. 

Pour  cela  l'ellipse  et  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  A  ont  pour  équations 

E  =  h%x  -+-  Xo){x  —  Xn)  -+■  a-{y  -+-  ?/o)(?/  —  »/o)  =  0,   • 
Fil  =  a-y(x  —  Xo)  —  h-x{y  —  yo)  =  0, 
et,  en  éliminant  x  —  x^  et  // — ?/o. 

S  =r  //•ar(.rH-.r„)4-a*i/(// 4-?/u)  =  0 

conique  jiassant  par  les  trois  poinis     M,   N,  P. 

Il  en  résulte  que  récjualion  générale  des  coniques  qui  passent  jiar  ces  points  est 

ÀK  -haH,  +  vS  =  0. 

Un  cercle  tangent  au\  côtés  du  triangle    BCD    aura  pour  polaire  réciproque  par  rapport  à  l'ellipse 
une  conique  passant  i)ar  les  points    M,  N,  P. 

Si  a,p  désignent  les  coordonni'es  du  centre  de  l'un  de  ('(>s  cercles,  el    li   «^on  rayon,  la  polaire  riM-j- 
proque  de  ce  cercle  par  rapport  ;i  l'ellipse  a  i^our  é(iuation 

(//^xf  +  n'py  —  ny/'Y  —  l{\/>\r- +  n^y-)  ^-  0  ; 
on  devra  donc  avoir 

(/y^xr  -4-  <i-'py  —  aVr)-  —  W-Ui^x'  -f-  n^y'^)  =  /R  -+-  ull,  -^  vS  ; 

en  égalant    l(>s  termes   iiuliqKMulanls  de  ./•   v\   de  y,  on  voit   (iu(>     À=  —n^h^:     en  ('galant  ensuite  les 

coeHicienls  de  .r-  (M  de  7-,  on  a 

a-  —  l{-  -:  —  '/-H-v, 

^-•—  H-  =^  —  A-+V, 
ou,  en  retranchant, 

a-:  —  p^  =  —  rK 

11  eu  resnll(>  (pie  le  lieu  (h^s  C(Milri>s  dis  (-(Mêles  langeiils  ;in\  e<''ti''s  du  triangle  !<('.!>  e<l  l'hyperbole 
é([uilat(''r(> 

.,■3  _  yi  4-  r^  r=  0. 


lii  IMIYSini  K 

4°  l,'i'iiu;ili'»n  (lu  oerclo  {(])  os\ 

■^-  +  r-—-+-j;ry  =  ^- 

Vosons                                           Xo  =  a  cos  o,  j/o  =  /-'  ^^in  '-?  ; 

r«Mlualiou  (It'vitMil  x-  -i-  j/- cos  o  +  -r^  sin  o  =  0  ; 


l^ar  sui(t\  rtMivclopiif  (lt>  ce  corclo  a  pi>ur  t'qualion 

(luailiquo  bicirculain»  aisée  à  construire. 

VASNIEU,  collèjic  KoUin. 


PHYSIQUE 


87.    —    Iti'montrcr  i/m'  si  on   ohservc  iimcKji'  d'iiti  objet   donner  par  un  système  ojjlif/ue  (/nelconqne 

si/mi''tri(jne  (intour  d'un  axe,  le  (/rossissonent  reste  le  même  ijnand,  le  sijstème  demeurant  fixe^  on  échange  les 

positions  de  l'œil  et  de  l'objet. 

{Concours  (jénéral,  1891.) 

Soient  F,  et  Ko  les  deu\  loyers  du  système,  /'  la  première  distance  focale,  AB  l'objet,  ?/  son  dia- 
mètre, 7,  la  distance  l*"! A,   A'B'  l'image,  ?/'  son  diamètre,  r/^  la  distance 
B'  FjA',  0  la  position  de  l'o-il,  a  la  distance  01'%. 

^  11  suffit  de   démontrer  que  le  diamètre  apparent  de  l'image  est 

I  le  môme  dans  les  deux  cas.  Ce  diamètre  apparent  est 


(i  -4-  (f.. 

Or  l'équation  aux  distances  conjuguées  donne 

7172  =  —  A 
et  1  équation  du  grossissement 

y  7i 

Remplaçons  fj^  et  »/'  par  leurs  valeurs  ;  il  vient 

r  —  «7t 

expression  qui  ne  change  pas  quand  on  permute  n  et  7,. 

Remarrpte.  —  Supposons  que  les  milieux  en  contact  avec  les  faces  extrêmes  du  système  optique 
aient  des  indices  différents  »,  el  a.,,  et  soient  /',  et  /'.,  les  deux  distances  focales.  On  doit,  dans  ce  cas, 
employer  les  équations  générales 

y         'h 

Elles  donnent  pour  le  dianictrc  apparent 


dans  la  première  i)osilion,  et 

f\l2-\-'l'l\ 

dans  la  seconde. 
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D  f\  », 

On  en  déduit  -rj  = y  =  —  ; 

D  ji  iu_ 

les  "rrossissemenls  sontenlre  eux  comme  les  indices. 


406.  —  Le  qlohc  terrestre  étant  supposé  entièrement  jluide^  sphérirpie,  immohile  et  formé  de  couches 
concentriques  homogènes,  évaluer  la  pression  au  centre  : 

1"  En  unités  C.  G.  S.  ; 

2°  En  atmosphères  normales. 

Rayon  du  globe  terrestre  supposé  sphérique  :  R  =:  0  37 1 100  mètres.  Masse  spécifique  à  une  distance  x 
du  centre,  d'ajirès  la  formule  de  Roche, 

On  supposera  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  surface  partout  égale  à  raccélération  normale 
980,6. 

Si  p  désigne  la  pression  et  g'  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  distance  x,  la  formule  fonda- 
mentale d'hydrostatique  donne 

d])  =  —  [jj/dx. 

Pour  avoir  g'  en  fonction  de  x,  remarquons  que  g'  résulte  de  l'attraction  d'une  sphère  de  rayon  x 

et  dont  la  masse  se  calcule  aisément  ;  on  trouve  ainsi,  en  désignant  par  g  l'accélération  ;i  la  surface  du 

globe, 

2:3    r  /.       [^  x'^ 


■'        13  R  V        25  R-/"'^" 
En  remplaçant  [j.  et  g'  par  leurs  valeurs  et  intégrant,  on  a 

Pour    X  —  0,     cette  formule  donne 

p^  =  3,1074  X  lO"*  nnilés  C.  G.  S. 
La  pression  d'une  atmosphère  vaut     7()  X  13,51)0  X  g    unités  C.  0.  S.;  on  en  déduit 

pa  ^  3,0668  X  lO''  almosphéres. 


QUELQUES  QUESTIONS  i>OSÉES  AUX  EXAMENS  OR.\U\   DE  L'ÉCOl.K  POI.VTKCIlMQUE 


Note  i»e  ^L  G.  Maupin. 

Trouver  le  lieu  (tes  so»i»iets  des   surfaces  représentées  par  l'équation 

x--^ip  +  z-  —  2a!/z  —  ibix  —  2c.r//  -  1  —  0 
où  a  -\-  />  -\-  c  =  (I.  l.l»Mi<y  iSOt.) 

(ïes  surfaces  ont  un  conln>  iini(nu!  à  l'oiigiiio  si  la  (iiiaiililé 

A  =  I  —  a-  —  //-  —  c-  —  '2'if>c 
est  dilléronlt'  do  /.('tu.  Si      A  =  0,       cv  sont  des  cyliiulrcs  (|ul  ne  peuvent  so  rétluiri'    à  diMix  plaiK  coiu'ouranls 
(l'orijj;ine  ne  fait  pas  partie  d(>  la  suiI.kc  .  on  paialliMcs  (les   Iciincs   (hi  sciond   d('i:ri'  de  IVqualion   no  jumuciiI 
faire  un  carré  parfait). 

Soit     A  jj^  0.     On  oxpiinio  (|ii'nn  |)oiiil  M  de  la  snifaco  osl  sommet  on  ocrivani  (|uo  (>M    osl  iioipondirnlairo 
au  plan  langent  on  AL  On  trouve»,  comme  lieu  le  ct\nc 

.T[i/-'  +  --  —  .r-)  -f-  y{i'^  4-  .1-^  —  J/')  -f-  i{x^  +  !/""  -  c*)  =  0 
cl  la  spliôre  .r*  4-  y»  +  j»  _  |  =  U. 

On  explique  colle  dornioro  solution  on  romaïqnant  (pi'ollo  coriospond  ;ni  ras  do     a  =  b  =z  c  z=z  0. 


l-ili  QrKSTlOiNS  PUOPOSËES 


0»  {tonne  un  .<o»nn('t  (Viine  quadriqiic  et  cinq  ilir('rlio7is  asi/niptotiqKes.  FJeu  des  nxtrc  sommets. 

{Année  JS9:?.) 

Les  iiarallt'lfs  aux    diirclions  doniu'cs  miMu-rs  par  If  soiiuiict  ilc  la   suilacc  (léUMiiiinent  coinplôlement  un 
oAne  du  second  ordre,  que  nous  supposons  être  un  côno  véritable.  Sdil    A.»;-  +  A'y-  +  A":;'-  =  0     son  équation. 

("".elle  de  la  surfaee  jieut  alors  seerire     \.r-  +  A';/"  H- A"j- H-  2l)a;  =  0, 
où  I)  seul  est  variable.   Mais  relie  dernière  équalicm  représente   une  l'aniille  de   quadriques  lioii)(iLliéti<iues  pai- 
rapport  à  l'ori^'ine  :  on  en  ("(Mirlul  (li>  <nilt'  (|iie  l(>  lieu  {•liercbé  se  conipnse  de  lii^^nes  droites. 

5i  les  termes  du  deuxième  deffré  des  équations-  de  deux  quadriques  ne  diffèrent  qu'en  ce  que  A,  A'  et  A"  ont 

ètè  remplacés  par    A -1- K,     A'  +  K,     A"-f-K,     les  plans  ci/cliques  sont  parallèles. 

(Année  lfi02.) 
Soit  A.r^  +A')/-  -h  A"3^+  2B(/=  +  2\i'zx  +  2B"a;(/  +  I»  =  0  f I ) 

(où  P  est  linéaire  réc|uali..n  de  la  première  quadrique.  Supposons  que  les  directions  de  ses  plans  cycliques  soient 
représentées  par  ré(|uation 

\x^  ■+■  A  V  H-  A":.-^  4-  2Bi/;  -+-  2n';a;  -h  2B"a://  —  S(a;-^  +  )/-  -h:^)  =  0.  (2) 

L'équation 

,,\  +  K\r-^  +  ' A'  +  Kir-  +  (A"  -+-  K)z-'  +  2\^!/z  +  2n';a;  +  2B".r(/  -  fS  +  K)^,^  +  ,j'-  +  -J)  =  0         (3) 
représente  aussi  un  système  de  deux  plans,  rar  (-2)  et  (:t)sont  identiques.   I.e  Ihéorèiue  est  donc  élabli. 

On  coupe  u,i  ellipsoïde  par  un  jilan  central.   Perpendiculairement   à  ce  plan,  sur  une  droite  passant  par  le 

centre,  on  porte  une  lonqveur  ètiale  au  qrand  axe  de  l'ellipse.  Lieu  de  Vexlrèmitè. 

{Année  1S92.] 

LÏMiuation  de  lellipsoïde  étant  — 5-  +  -rr +  —~; ^  =  0, 

'  '  a-  h-  c- 

soit  ux-\-v!/-+-icz  =  0 

celle  du  plan  (on  peut  y  supposer    k-  -\-v^  +  w-  =  \). 

Si  R  désigne  la  longueur  d'un  axe  de  la  section,  les  deux  axes  sont  donnés  par  l'équation 

=  0. 


J 1_       J I_       J 1_ 

a'  IP  b-'  IV'  c'  W- 

l'.nsuite  les  équations  de  la  perpendiculaire  au  plan  passant  par  le  centre  sont 


^  _  J_  _  J_  _  y/a:-  -4-  y-  +  J-   _  1^ 


V  ic  y/I 


ir- 


d"0Ù  U  ==    -J—  ,  V  —.    -^  î  te   =  -rr- 

Le  lieu  s'obtient  en  éliminant  W  entre  les  équations 


^       '     ■   +   .         .    =0, 


_i i_      J i_     J |_ 

■^~  R^        b-'        R2        c2         R2 
x^  +  y^-\-'J  =  R^ 

Bien  d'ailleurs  ne  permet  de  distinguer  celles  des  parties  du  lieu  qui  correspondent  aux  grands  axes  de  celles 
qui  répondent  aux  petits. 

La  surlace  ainsi  obtenue  est  connue  en  physique  sous  le  nom  de  surface  des  ondes. 

On  considère  une  section  centrale  d'un  ellipsoïde  et  on  porte  sur   la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  au 

plan  de  la  section  une  lonqueur  éqale  ait  demi-diamètre  conjugué  à  ce  plan.  Lieu  de  Vextrémité. 

'  [Année  1892.) 

Avec  les  mêmes  notations  qu'au  problème  précédent,  on  tiouve 

ia-x'^  -+-  bhf-  +  c^z-){x-^  -Y-  y-  +  z-)  =  a^x-  -f-  b''y-  -+-  c^z-. 


QUESTIONS  PROPOSKES 


415  —  Soit  A  un  point  lixc  pris  sur  le  côté  O.-;  d'un  angle  .Iroit  xOy  ■  0'  est  le  centre  d'un  cercle  1'  langent 
à  (b;  au  point  A  et  rencontrant  Oi/  en  deux  points  B  et  C  ;  l'hyperbole  èquilalère  II  passant  par  ()',  A,  B,  C 
rencontre  le  cercle  1'  en  un  qualrièiue  point  M.   Lorsque  le  cercle  r  varie  : 
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1"  Le  liou  du  centre  o)  de  l'hyperbole  H  est  une  circonférence  ; 
2»  Le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence  ; 

3"  Le  lieu  du  point  M'  diamétralement  opposé  à  M  dans  le  cercle  1"  est  une  cissoïde  de  Dioclès  ; 
4"  La  droite  Mw  rencontre  l'Iiyperbole  H  en  un  second  point  qui  reste  fixe  ; 

5"  La  droite  menée  par  0'  parallèlement  à  la  tangente  en  M  à  l'hyperbole  11  enveloppe  une  parabole. 

llÉNtr.  à  Toulouse. 

416.  —  On  considère  une  ligne  plane  dont  l'équation  en  coordonnées  homogènesest  f(\,  V,  Z)  =  0,  ot 
l'on  forme  les  deux  équations 

i  /■'.         ~         n 

Ces  deux  équations  définissent  une  transformation  des  figures,  en  vertu  de  laquelle  à  tout  point  .M  de  coor- 
données X,  y,  z,  il  correspond  un  seul  point  M,  de  coordonnées  X[,  y^,  s,  et  à  tout  point  M|  un  certain  nombre 
de  points  M. 

10  Connaissant  le  point  M,  quelle  est  la  définition  géométrique  du  point  M|,  et  inversement,  connaissant  le 
point  Ml  quelle  est  la  définition  géométrique  des  points  M? 

20  Montrer  que  l'inversion  est  un  cas  particulier  de  la  transformation  définie  par  les  formules  (\). 

30  Trouver  le  lieu  des  points  M  quand  le  point  Mi  est  à  l'infini,  et  inversement.  .Montrer  que  si  le  point  M 
est  à  l'infini,  les  asymptotes  de  la  ligne    f{\,  Y,  Z)  =  0    font  partie  du  lieu  des  points  Mi. 

40  Connaissant  le  degré  d'une  ligne  décrite  par  le  point  M,  trouver  le  degré  de  la  ligne  correspondante 
décrite  par  le  point  Mi,  et  inversement. 

50  Etendre  aux  figures  de  l'espace  la  transformation  définie  par  les  formules  (I).  \.  Antomari. 

417.  —  Mener  entre  deux  droites  données  un  segment  parallèle  à  une  direction  donnée  ot  qui  soit  vu 
d'un  point  donné  sous  un  angle  également  donné. 
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396.  —  On  consicicre  une  ellipse  fixe  de  foyers  F  et  V,  el  un  point  .M  iptclconqur  sur  celle  ellipse. 
Montrer  que  les  deux  ellipses  ayant  pour  foyers,  l'une,  F  et  M,  l'antre,  F'  et  M,  et  passant  respectivement  en 
F'  et  F,  ont  la  somme  de  leitrs  grands  axes  constante,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  /)etils  axes. 

Nous  emploierons  les  notations  hahiluelJes.  Alors  la  première  ellipse  a  poui-  giaïul  axe 

±ii  =  FF' H- FM  =  2c-i   /•', 
et  pour  dislance  focale, 

-2c,  =  FM  =  /•  ; 

pour  la  seconde  ellipse,  l(>s  nombres  analoj^ues  sont 

^2a,  =  FF'+FM  =  2r -+- /•  el  2cj  =  r'. 

On  (léduil  de  là 

'idi  +2^/2  =  ic  -h  r  •+-  r'  =  \c  -^Ha  =  c"  : 

puis  Ul  =  Aai  —  Acl  =  (2c  -+-  r')-  —  r\ 

Ul  =  An]  —  icî  =  (2c  -+-  r)>  —  ?•'*, 
et,  par  suite, 

'i(f>-  -[-  14)  =  (2c  +  ;•)-  H-  (2c  -h  r'}*  —  r'  -  r''  =  8c^  4-  Ac{r-hr'), 
d'oii  enfin  A(/>^  -4-  It])  =  8(c*  -+-  ac)  =  e". 

Oui  r(^,soIii  la  question  : 
MM.  (l.DK  Fn.vNCK,  11.  Hivwuvi),  (1.  Mvhtinkt,  Imuciik,  PiaioiiiEii.  Skhvant.  Xamhhi,  W.  Vahk.aii.i.  A.  I.vi  iikai  \.  C.  A.  INu  ii.i  iaht. 

(i.    I^AKDKIUCK  . 


lis 
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395.  — 0/(  roiisiilrrrilriixrrrrh's/l.rrs  C,  (7  ri  un  rrrrir  V  dr  nn/oii  roiislmil  iliml  h-  rmlrr  rsiviohilr 
sur   C    On  flriii(Hi(lr  rmn'lojipf  dr  l'axi'  ftidirnl   A   ilrs  crrrli's    V   et   C'. 

Nttus  proiidioiis  pour  :i\r  (li'<  .;■  la  li;:iu'  des  ci'iidvs  cl  pour  axe  dos  7  le  diaiiu-lrc  du  ccrclu  C 
porpcndiculaiiv  à  collo  droite;  nous  (ir-slirnerons  i)ar  /•  et  /'  les  rayons  des  deux  cerclfis  C  et  C,  par  p 
celui  de  1"  et  par  //  l'abscisse  du  centre  de  C.  Alors  les  coordonnées  du  centre  de  r,  qui  est  un  i)oint 
(|uele<)n(iue  de  11,  sont     /•  cos  /,     /•  sin  /     et  rc'qualion  de  r  est 

[x  —  r  cos  ty-  -+-  {y  —  r  sin  If  —  p'^  =  0  ; 
eelli'  du  cercle  ('.'  est 

(ar  —  a)-  h-  »/-  —  r"'  =  0, 
et  l'on  obtient  l'axe  radical  par  soustraction;  on  a  ainsi 

'2{r  cos  /  —  a)x-\-%-  sin  t  .1/  -h  a-  +  p-  —  r"  —  r''^  =  0, 
OU  (/•  cos  /  —  a)x  4-  /•  sin  / .  7  =  A , 

r-  -h  r'^  —  II-  —  p- 
en  posant  A  = . 

Nous  obtiendrons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  combinant  son  équation  avec  celle  qu'on  obtient 
en  prenant  la  dérivée  par  rapport  ii  /.  Cette  seconde  éqnation  est 

—  X  s\nt-\-]j  cos  ^  =  0  ; 
elle  permet  de  calculer  sin  /  et  cos  ^  et,  par  suite,  de  faire  immédiatement  l'élimination  de   /.  Le 
calcul  se  fait  ainsi  :  on  a  d'abonl 

cos  ^       sin  /  1 


^  y         six"-  -i-  rf 

puis,  en  portant  ces  valeurs  de  cos  t  et  sin  t  dans  l'équation  de  l'axe  radical, 

Vf 


d'oi'i  l'on  déduit 
et  finalement 


v/H?^ 


r 


a  \x 


r\/x- 


r 


^x~-\-y- 
ax-\-  k. 


=  A, 


r'-(x'-hy^)  =  (ax  +  X)\  (1) 

Telle  est  l'équation  de  l'enveloppe.  Cette  courbe  est  une  conique  symétrique  par  rapport  à  Ox  et 

ayant  l'origine  pour  foyer  ;  rexcentricité  de  cette  conique  est  —,  car  son  équation  peut  s'écrire 


C'est  donc  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole, 
suivant  que  a  est  plus  petit  que  /-,  plus  grand  que  r  ou 
égal  à  /',  c'est-à-dire  suivant  que  le  centre  de  C  est  inté- 
rieur, extérieur  au  cercle  C,  ou  sur  ce  cercle. 

Solution  géométrique.  —  Les  lecteurs  de  la  pre- 
niirrc  partie  (>t  même  les  bons  élèves  qui  lisent  habituel- 
lement la  seconde  pourront  facilement  comprendre  la 
solution  suivante. 

Cherclujus  combien  il  passe  des  axes  radicaux  indiqués 
par   un   point   (iurlcou(iur   M   du  plan.  11  suflil  de  trouver 
pour  combien  de  cercles  r  le  point  M   est  un  point  d'égale 
puissance  par  rapport  à  (l'j  et  à  (C).  Or  la  puissance  de  M  par  rapport  à  (C)  est     MA"^- 7-'*    ou  MB",  si 
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l'on  peut  mener  du  point  M  une  tangente  au  cercle  (C)  et  si  Ton  désigne  par  Mli  la  longueur  do  cette 
tangente  ;  la  puissance  du  point  M  par  rapport  au  cercle  (r)  est  Moj  —  p-  ;  en  égalant  ces  deux 
puissances,  on  a  donc 

M^/  —  p2  :=  MA'  —  r'^  =  MB', 
et,  par  suite,  Mw   =  MA'  —  /'^  -h  ?■  =  MB"  -h  p-. 

On  aura  donc,  pour  chaque  point  M,  deux  positions  du  centre  co,  les  deux  points  de  rencontre  du 
cercle  (C)  avec  le  cercle  décrit  de  M  comme  centre  et  avec  \/mB^  h-  f  pour  rayon  :  il  y  a  donc  deux 
axes  radicaux  qui  passent  par  un  point  quelconque  du  plan,  et,  par  conséquent,  leur  enveloppe  est  une 
courbe  de  seconde  classe,  une  conique. 

Si  le  point  M  est  au  centre  de  (C),  les  deux  cercles  dont  il  vient  d'être  parlé  se  coupent  aux  points 
cycliques  et  les  deux  droites  Mo,  Mw'  sont  les  rayons  isotropes  issus  du  point  0;  Ao  et  Aw'  sont  les 
rayons  isotropes  issus  du  point  A,  et,  par  suite,  les  perpendiculaires  menées  à  ces  droites  par  le 
point  M  ou  0  sont  les  deux  droites  isotropes  qui  passent  en  0.  Le  point  0  est  donc  un  foyer. 

Il  est  évident  que  OA  est  un  axe  de  symétrie. 

On  peut  d'ailleurs  voir  autrement  que  l'enveloppe  est  une  conique.  A  cet  effet,  cherchons  les  points 
du  lieu  qui  sont  situés  sur  une  tangente  BM  au  cercle  (C'j.  Ce  sont  les  points  par  chacun  desquels 
passent  deux  tangentes  confondues  ;  or,  les  tangentes  issues  du  point  .M  sont  les  perpendiculaires 
abaissées  sur  Aw  et  Aw'  ;  il  faut  donc,  pour  que  le  point  M  appartienne  à  renvelop[)e,  que  les  deux 
droites  Ato  et  Aw'  soient  confondues,  c'est-à-dire  que  oj  et  w'  soient  confondus,  ou  que  le  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  M  et  qui  détermine  les  points  w  et  w'  soit  tangent  au  cercle  (C). 

Mais  tous  ces  cercles,  quand  le  point  M  décrit  la  droite  BM,  passent  par  deux  points  fixes  C  et  C,, 
par  deux  points  on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  un  cercle  donné  (Cj  ;  il  y  a  donc  deux  points 
du  lieu  situés  sur  MB,  ce  qui  prouve  que  l'enveloppe  est  du  second  ordre. 

Si  la  droite  ACCi  est  tangente  au  cercle  (C),  elle  tient  lieu  de  l'un  des  cercles  tangents  au  cercle  (C) 
et  le  centre  correspondant  est  à  l'infini.  Comme  ce  point  est  un  point  du  lieu,  il  y  a  deux  points  à  l'infini 
quand  le  point  A  est  extérieur  au  cercle  (C),  un  seul,  quand  il  est  sur  le  cercle  (C),  cl  aucun,  tpiand  il 
est  à  l'intérieur  du  cercle  (C).  Dans  le  premier  cas,  la  conique  est  une  hyperbole;  dans  le  second,  c'est 
une  parabole,  et,  dans  le  troisième,  c'est  une  ellipse. 

Il  a  plusieurs  autres  remarques  géométriques  simples  ([ue  nous  ne  ferons  pis  ;  le  lecteur  les  verra 
aisément. 

Solutions  aiiiiljiiquus  aualofjiics  :  MM.  Iv-N.  Iîauisik.n,  Xamuim',  il.  lioNNvnn  (survcillanl  jji^noral  au  lyn^c  do  llonicaux',  Fon;uÉ 
(répélilcur  au  lycée  de  Monl-(lo-Marsau\  I*.  S.uior  (pensionnat  de  Valhenoitre),  l'KiiomKn  (répiMileur  au  collèj;e  de  Celte),  R.  Vauihaii.t 
(i:il»  de  lit,'uo),  (1.  VKiui.No.s  (a  Lagardc),  (1.  Mvutinkï.  C.  I.,\Ki)Ktvi(;K,  A.  I^auhealx,  Siîiwant,  G. -A.  Porii.i.AHii,  .Naldi.n. 

LSolulions  analytique  et  géouiôlriquc  coniplclcs  ;  G.  dk  Thanci;  (à  Vorsailles). 

Bouuc  solution  gi^oniôtriquc  :  Eug.  BAnni:  (à  Douai). 


397.  —  On  (liDDic  inic  cllijisi'  !■], 


-  +  f^-i  =0, 


cl  lui  jxi'nil    V  (oc,  [i)  (btid  hi  jxilitirr  /inr  rnpporl  ii   \']  cmijif  IrUiiisi'  ni    M   ri    N. 

1"  /''(initcr  rrijiKilioii  iirin'rtili'  dfs  roniijiii's  C  ijni  jinsscnl  j)iir  M  l'I  N,  '•/  /(7/*'\  qw  MN  suit  In 
jiiihiirc  (le  0  pur  mii/inrl  à  rlidruiir  dr  rrs  roniiinrs. 

ti"    7'rniirrr  Ir  Uni  ilt's  imiiils  m'i  li's  rniiiiiiirs   C.  saiil  (•mipi'-i's  jxir  Inirs  iluiiiirlii's  panillrlcs  li  MN. 

;i"  Dniioitlrrr  ipi'à  rlKupir  poinl  V  rum'^painlrnl  ilrii.r  ru/*/'/"'''»'  *'.  /'/»»'/«•/»/<•<  n  E.  /niiii/itrr  lit  cor- 
rrspondducr  ijni  i-.ristr  nilrc  hi  pii>:iliiiii  du  poiul    V  ri  In  nnhur  drs  coniiinrs   C    lanurnlrs  d    !•'. 
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1°  Nous  (lt''si|.Mii'r(iiis,  pour  ahrrtïcr,  par  V.  Ir  prciiucr  uicnihic  de  rriiualion  de  l'clliijsc,  par  I'  lu 
priMiiier  niiMiibri-  di'  l'iMiualion  de  la  iiolairc  du  poinl  (a,  p), 

K= L.  A I  1»::= I-  —  \ 

a-        Ir  a-       Ir 

cl  par     «j- -t- t'j/ -}- «•  =  0     l'tNiualion  de  la  drojlr  (pii  joiid  les  deux  auli'os  i)()iuls  de  rencoulre  do  l'el- 
lipse K  avec  une  des  coni(iues  C. 

L'équalii>n  de  celle  conique,  C,  est  alors 

E  ■+-  P(</a-  +  D»/  -t-  te)  =  0. 

D'autre  part,  la  pidaircdu  poiut    ijo,  ?/(,)  ayant  pour  ('(lualion     ./„/',  -F  ?/„/'.v -t- /''=  =  0,     la  polaire  de 

ri>ritîine  est     /';  =  U.     ou 

—  iJ  -h  icP  —  {ux  -+-  v]j  -f-  H')  =  0  ; 

pour  ([ue  cette  droite  coïncide  avec  la  droite     V  =  0,     il  l'aul  que  la  partie     iix -\-  ci/ -hic -{-"i     ait  ses 
coet'ticients  proportionnels  à  ceux  de    1',   c'esl-à-dirc  (pie  l'on  ail 

a- Il       ly^v       «'-+-2. 

en  appelant  À  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  déduit  de  là 

//    =    ,  y   r=    —  ,  IC   =    —  Z  —  l, 

n-  0- 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  conique  C,  elle  devient 

C  =  E+).P2  — 2P  =  0. 
2»  Cela  posé,  la  droite   OP    passe  par  le  milieu  de    MN,   puisqu'elle  joint  le  centre  de  l'ellipse  au 
pôle  de  MN;  mais  elle  passe  aussi  au  pôle  de  MN  par  rapport  à  la  conique  C.  Elle  délinit  donc  la 
direction  conjuguée  de  MN,   et  le  diamètre  parallèle  à  MN  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
OP.  Cette  direction  a  pour  paramètres  a  et  [i  ;  son  diamètre  a  donc  pour  équalion 

aC'..  +  ^^C'„  =:  0, 

celle  équation  sécrit  linalcmcnt 

P  — A  +  À(A-+-l)P-0, 

en  posant  A  =  —  -h  7^  —  1 . 

*^  a-       b- 

II  n'y  a  plus  (ju'à  éliminer  ).  entre  cette  équation  et  l'équation     C  =  0,     pour  avoir  le  lieu  ;  on 

obtient  ainsi 

(A  H-  1)P(E  —  2P)+  P2(A  —  P)  =  0, 

équalion  qui  se  décompose  en  deux  autres     P  =  0,     et 

(A  +  1  /H  —  P  P  -}-  A  +  2)  =  0.  (1) 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  Ce  lieu  est  une  coni(iue  qui  passe  aux  points  M  et  N. 

La  première  érjuation,  P  =  0,  représente  la  droite  MN  ;  elle  s'introduit  (juand  on  fait  X  infini  ;  car 
alors  la  eoni(iue  C  se  réduit  à  deux  fois  la  droite  P=  0  et  tous  ses  diamètres  coïncident  avec  cette 
droite  ;  par  suite  tous  les  points  de  celle  droite  sont  des  points  de  rencontre  ot  font  partie  du  lieu  total. 

Revenons  au  véritable  lieu.  Son  éciualion  est 


nV,'  \a^       h 


Celte  éi|ualion  représente  une  parabole  ayant  pour  direction   diamétrale     ^x- —  ay  =  0     ou   OP, 
passant  à  l'origine  des  coordonnées  et  admettant  pour  tangente  en  ce  i)oinl    —  -1-  yy  =  0,     c  esl-a-due 
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une  parallèle  à  la  polaire  du  point  P;  comme  on  sait,  d'autre  part,  qu'elle  passe  aux  points  M  etN,  elle 
est  bien  déterminée  géométriquement  par  toutes  ces  conditions,  qui  rentrent  d'ailleurs  les  unes  dans 
les  autres,  et  qui  se  réduisent  à  quatre. 

30  II  suffit  de  regarder  l'équation  G  =  0  pour  voir  que  la  conique  G  coupe  l'ellipse  en  quatre 
points  qui  sont  sur  les  deux  droites  P  =  0  et  ÀP—  2  =  0.  Or  on  sait  que  la  condition  de  contact 
d'une  droite  ux  -h  vij  -\-  w  =  0  avec  l'ellipse  E  =  0  est  a^u'^  -+-  l/^c-  —  uï-  =  0  ;  c'est  là  d'ailleurs 
un  exercice  commode  à  résoudre  pour  tous  nos  lecteurs.  Il  sera  donc  facile  d'exprimer  que  la  seconde 
sécante,  XP  —  2  =  0,  est  tangente  à  l'ellipse,  c'est-à-dire  d'exprimer  que  la  conique  G  est  tangente 
à  E.  Les  deux  sécantes  communes  étant  parallèles,  et  la  droite  MN  rencontrant  l'ellipse  E  en  deux 
points  distincts,  il  ne  peut  pas  y  avoir  contact  autrement.  On  arrive  de  la  façon  signalée  à  la  condition 
de  contact,  qui  est 


1     /  Xa2\  /  m\        À'^a^a^'  > 


La  dernière  question  sera  donc  résolue,  si  nous  plaçons  le  nombre     —  : r    par  rajqjort  aux  racines 

A  +  1 


ou  À2(A-hl)  — (X4-2j2  =  0. 

X  -I-  2  . 

Les  valeurs  de  a  sont  données  par  les  deux  équations  du  premier  degré     — r —  —  ±^  \-{-\.  ;     elles 

sont  toujours  réelles,  car    A  +  1     est  toujours  positif. 

D'autre  part,  les  termes  du  second  degré  de    G  =  0     sont 

•rV  Xa2\        vV  W\        2Xa3 

la  condition  pour  que  ce  soit  uik;  ellipse,  une  liyperbole  ou  une  parabole,  est  donc 

ou  1  +  X(A  +  1)  ^  0. 

3ra  donc  résolue,  si  noi 

du  trinôme  précédent, 

AX2  —  4X  —  4. 

Remplaçons  X  par dans  ce  trinôme  et  multiplions  le  résultai  obtenu  par     .\.\.-|-^i^     nous 

serons  conduit  à  étudier  le  signe  du  produit    — .\^(iA4-3)     onde    — (i.V-t-S. 

•x-        i-        1 
Or  l'équation     4A  +  3  =  0,     ou     -^-+--7^- — -r  =  0>      représente    une    ellii)So    hoinotliétitiue  et 

a-        h^        A  ' 

conccntri(iuc  à  l'ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont  les  moitiés  de  ceux-ci.  A  l'intérieur  de  celle  ellipse,  le 

1 

résultat  obtenu  est  positil,  et  h;  nombre     —  ;^ est  d  un  même  c<'»lé  des  dt>u\  racines  ;  à  l'extérieur 

A  4-  1 

1 

(le  cette  courbe,  le  nombre est  compris  entre  les  raciui's  et  1  on  a 

A  + 1  * 

X,  <-—!—  ou  (A-M)X,H-1<0, 

A  -t-  1 

1 

et  X,  >  — <.u  i^A  +  1  )X.  4-  1  >  0. 

Ah-  1 

car  on  peut  multi[)lier  par     A -h  i      ([ui  est  positif,  sans  cbani^er  le   sens  de  l'iiu-i^alib'.  La  première 

racine  donne  une  byperbole  el  la  seconde  une  ellipse.  Si  donc  le  point    P    est  à  l'exlérii-ur  d«'  l'ellipse 
a;*        11'^        1 

— TT  H- "Vt r  =0,     les  deux  C(ini(iU(>s  G  tanuiMites  à  r(Mlii)se  E  sont  :  l'une,  une  ellipse,  l'autre,  une 

n-         h'         A  1.1  I 

livperbole.   j'ixaminons  mainlenanl  ce  (pli   s(>    jiassc  (piand   le   point    P    t>sl   a  l'inti'rieur  de   l'ellipse 
x*         y'^         l  2 

— î  H-  'in .-  -     0.     Dans  ce  cas,   A  est  iiéuatir,  la  (Icmi-souunc  des  racines  du  Irincnie  est  éuale  à  — 

a^         0*        A  A 

et  est  négative  ;  si  on  exiuime  ([u'elle  est  plus  [tolite  ([ue  le  nombre     — ,  1      on  obtient  rinô^Mlité 

A  -t-  1 
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2  1  a'»  S*  1 

—  <—  T r^      OU  "i.\  4- !2  >  —  A.   on  ;îA    I   2>0;    colle  coiulilion  (Miuivaiil  à    -    -  h- —  >0; 

A  A  4-  1  (i-  Ir         W 

x'-  11-  i 

olh'  n  rsl  jamais  rt>iiii>lit\  i)uis(|iu'   les  puinls  de  rdlipsc      -^  +  "t =  0      snnl  Ions  à  riiih-iicur 

(i-        b-         4 

.r'         '/■         1  1 

(lo  rolliuse     ^-+--,.,-——  =  0.     Les  (I(Mi\  racines  /.,  cl  )„  soiil  donc  suix'Micurcs  à ■     elles 

(r         Ir        i  A  -I-  1 

X^  î/'"  t 

den\  coniqni's  élndiécs  sont  des  ellipses.  Sur  l'ellipse  separalivo     ■ h ~  0,     l'une  des  coni- 

n^        h-        A 
ijues  est  une  ellipse,  l'autre  une  parabole. 

Dans  le  cas  on  les  deux  points  M  et  N  sont  confondus,  le  point  P(a,  [i)  est  sur  l'ellipse  donnée  et 
toutes  les  coniques  C  se  réduisent  à  des  couples  de  droites  ayant  pour  centre  le  point  P  et  par  rapport 
aii\i|uell.'s  la  droile  OP  et  la  lanp'nte  à  l'ellipse  au  point  \\     V  —  0,     sont  conjn;j,iiées  harmoniques. 

Le  premier  liiui  se  compose  de  la  droite  P  =  0  et  de  la  droite  OP  comptée  deu\  fois.  Quant  aux 
coniques  C  tan^ientes  à  ICllipse  et  trouvées  antérieurement,  ce  sont  :  d'abord  la  droile  P  =  0 
comptée  deux  fois,  puis  la  droile  OP  comptée  deux  fois  aussi. 

/{iniKiri/iir.  —  Ce  problème  est  très  facile  à  traiter  i;(''()mélri([uomeut,  à  l'aide  d'une  transformation 
liomograpbique,  qui  clian-e  l'ellipse  et  les  coniques  C  en  cercles. 

Solulious  analytique  cl  pcoinélrique  :  M.  G.  Martinet. 

Solutions  analytiques  :  M.M.  PÉconiER,  Tzitzeica,  C.  Naudin,  A.  Laureaux,  H.  Varigailt,  Foiciik. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

418.  —  V.Uiul  donnés  deux  axes  rectangulaires,  on  considère  un  cercle  ayant  son  centre  <à  l'orif^ine,  et  dont 
le  rayon  est  U,  et  un  point  A  sur  faxe  0//,  à  une  distance  du  cenlreéfjale  à  a"(a>  I{).  Un  diamètre  variable  du 
cercle  le  coupe  en  H  cl  C.  On  demande  réqualion  générale  des  coniques  bilangentes  au  cercle  en  B  et  C,  et  pas- 
sant par  le  point  A. 

Kn  A,  on  mène  la  tangente  à  la  courbe  ;  elle  coupe  l'un  des  axes  en  D,  l'autre  en  E.  Trouver  le  lieu  de  D  et 
le  lieu  de   K. 

Trouver  de  même  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ctiacun  des  axes  avec  la  normale  en  A. 

On  considère  le  point  P,  qui  a  pour  coordonnées  (or,  a).  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  polaire  de  ce  point 
avec  DC. 

Dans  chaque  question,  on  distinguera  la  partie  du  lieu  qui  correspond  au  cas  où  la  courbe  est  une  ellipse,  de 
celle  qui  correspond  au  cas  où  la  courbe  est  une  parabole.  A.  Morei.. 

419.  —  On  donne  un  angle  droit  rO//,  et  l'on  inscrit  dans  cet  angle  un  rectangle  dimt  la  seconde  diago- 
nale e^l  a  une  dislance  lixe  du  point  0.  On  demande  le  lieu  du  |)oinl  de  concours  de  la  parallèle  à  celle  diagonale 
menée  par  le  point  0  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  sonnnet  opposé  sur  la  même  diagonale. 

420.  —  Les  extrémités  A  et  D  d'un  côté  d'un  rectangle  variable  sont,  l'une.  A,  lixe,  l'autre,  D,  mobile  sur 
une  droile  lixe  ;  en  outre  le  côté  opposé  passe  par  un  point  lixe,  1,  de  cette  droite.  On  demande  le  lieu  du  sommet 
opposé  à  A. 

♦ 
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SUR  LES  COURBES  UNIGURSALES 

Par  M.  L.   Raffy, 

Maître  de   conférences  à  l'École  Normale  Supérieure  et  à  la  Faculté  des  Sciences. 


Les  pages  qu'on  va  lire  n'ont  pas  pour  objet  d'exposer  une  fois  de  plus  une  théorie  devenue  depuis  longtemps 
classique.  En  insistant  sur  l'idée  qui  la  domine,  et  qu'on  ne  fait  peut-être  pas  assez  ressortir  d'habitude,  j'ai 
voulu  seulement  ouvrir  à  nos  jeunes  lecteurs  quelques  perspectives  sur  le  domaine,  aujourd'hui  si  bien  exploré, 
de  la  géométrie  algébrique. 

1.  On  sait  qu'une  courbe  algébrique  plane  est  dite  iinicursale  (ou  rationnelle)  si  les  coordonnées 
cartésiennes  de  tous  ses  points  peuvent  être  exprimées  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 
On  dit  que  les  formules 

où  A,  B,  C  sont  trois  polynômes  entiers  en  /,  à  coeflicients  constants,  fournissent  la  représniUilion 
paramélrique  d'une  courbe  unicursale  ;  il  est  toujours  entendu  qu'aucun  polynôme  entier  en  /  ne 
divise  à  la  fois  A,  B  et  C. 

Dans  ces  conditions,  si  n  est  le  plus  haut  exposantde  /  dans  A,  H  et  C,  les  paramMros  des  points 
communs  à  la  courbe  et  à  une  droite  /jurlcont/iie     nx -\-  vj  -\-  iv  —  0     sont  les  racines  d'un(>  é(|ua(it>u 

(2)  vMl)  +  vli{l)-\-irC{l)  =  0, 

de  dej^ré  n.  On  conclut  de  là  ([ue  la  courbe  est  (l'ordre  n,  étant  coupée  en  u  points  par  une  droite.  .Mais 
cette  conclusion,  pour  être  valable,  exifïc  essentiellement  (pi'à  driix  valritrs  di/frrentes  du  ^nirainrlre  t 
correspondent  en  (jénéral  deux  points  différente  de  la  courf/r;  c'est-à-dire  ([ue,  si  l'on  se  donne  arltilraire- 
nient  une  valeur  de  /,   les  écpialiDUS 


VJt] 


^  0, 


c  / 


(.  /) 


0 


ne  doivent  adniellic  d'aulre  solution  conuuiuie  en  /'  ([ue  /'  =  I.  ^\\M\i\  il  en  esl  ainsi,  ;i  mw  \alour 
(hi  paramètre  correspond  un  seul  i)oint  de  la  courb(\  à  un  point  i/iirlcmiiiue  de  la  courbe  correspond 
une  seule  valeur  du  paramètre.  On  dit  alors  (}u"il  y  a  ron-rspoiidunci'  nniforim'  enli'e  les  points  de  hi 
courlxî  et  les  valeurs  du  paramètre,  ou  encore  ([ue  la  représenlalion  parann-lrique  {\)  esl  une  repré- 
sentation nurinatc. 

Cette  correspondance  uniforme  lient  à  un  fait  analylii|ue  simple.  En  éliminant  I  entre  les  rela- 
tions (1)  pour  obtenir  l'équation  cartésienne  de  la  courbe,  on  (exprime  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante i)our  que  les  deux  é(iualions  Ca:  —  A  =  0,  C»/  —  H  =  0  aient  une  racine  cotnmuiu^  en  /,  on 
que  les  deux  pcdyuonu's     (l.r  —  .\,     C//  —  B     aient  un  diviseur  commun.  Ce  diviseur  ci>mmun  esl  gêné- 


15i  SrU   LKS   COURBKS   UNICURSALES 

luloiut'iit  (lu  lUi'iiiitM'  ili'tîié  (':i  / ;  eu  r(''f;al;uil  à  /.vvo  pour  avoii'  la  racine  coiiuuuno  aux  ('(lualions  (1), 
on  obliiMil  /  fxjirimt'  par  le  ([UDlicnl  de  di'ux  polynômes  onlicis  en  r  cl  //.  (l'ost  ce  qui  arrive  néces- 
sairemcnl  dans  le  cas  de  la  repii'senlalion  norniahv  on  vertu  de  la  délinilion  même.  Donc  /<'  /xirdinrlrc 
d'uiw  ri'prrsi'nlntii>n  nonudlf  rsl  mv  fimclioii  r(ilit)mii'Ur  des  coordoinn'es  du  point  de  la  cuurhe  aiujiicl  il 
corn'sj)Oud. 

2.  l'.oneevons  mainli'iianl  (pu>  dans  les  t'ormules  (1),  suj)])usres  foiirnir  une  rej)résetil(ili())i  uonnule 
d'une  courbe  d'ordre  h.  un  remplace  /  par  une  rraclirm  rationnelle  d'iudre  m  d'un  nouveau  para- 
mètre ".   11  viendra 

A,('))  _   B,(0) 

cl  l'nnan  moins  dos  trois  polynômes  A,,  B,,  Ci  sera  du  degré  mn  par  rapport  à  0.  L'équation  aux  para- 
mètres des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  une  droite     ut  +  vij  -i-  /r  =  0    prendra  la  forme 

(4)  «A,(O)  +  î;B,(O)  +  «'C,(0)  =  0 

et  sera  du  det;rè  nui,  tandis  (juc  la  courbe  est  seulement  d'ordre  n.  iMais  il  n'y  a  point  là  do  contradic- 
tion. Car  si  l'on  appelle  /' :  o  la  fonction  de  'J  ([u'on  a  substituée  à  /,  l'étpiation  précédente  n'est  autre 
chose  que 


■["•H?)-^-H?)-^-Kf)]  =  " 


et  l'on  voit  que  si  /,,  r>,  ...,/„  sont  les  racines  de  l'équation  (2),  celles  de  l'équation  (4)  sont  les  mn 
racines  du  système 

Elles  se  distribuent  en  n  groupes  et  les  m  racines  de  chaque  groupe  correspondent  à  un  seul  et  même 
point  de  la  courbe.  Toute  représentation  paramétrique,  telle  que  (3),  d'après  laquelle  à  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  correspondent  plusieurs  valeurs  du  paramètre,  e'AlAW.Qreprèsentalion  impropre  (*). 
Nous  montrerons  tout  ;i  l'iieuro  (pie,  èlnnl  données  deux  [raclions  ralionnelles  de  même  dénominaleur,on 
peut  toujours  décider  si,  j)rises  pour  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point,  elles  fournissent  une  représen- 
tation normale  d'une  courbe  nnicursale,  et  r/uand  il  n'en  est  pas  ainsi,  obtenir  une  représentation  normale. 

En  vertu  do  ce  théorème,  qui  est  dû  ;i  M.  Liirotli,  on  est  en  droit  d'anirmer  qn'il  existe  toujours  une 
Correspondance  uniforme  entre  les  points  d'une  courbe  unicnrsale  et  les  valeurs  d'un  j)aramètre  convena- 
blement choisi.  De  là  résultent  d'importantes  conséquences. 

Considérons  en  effet  deux  représentations  normales  d'une  même  courbe  unicursalo,  savoir 

x  =  'h{i),         y  =  yAij;         ^  =  'l'.(o),         y  =  ïjW- 

Nous  avons  vu  que  /  est  une  fonction  rationnelle  E(x,  ?/);  c'est  donc  une  fonction  rationnelle 
de  'Il  et  de  /,  et  par  suite  /  est  une  fonction  rationnelle  de  0.  Or  pour  les  mémos  raisons  0  est  une 
fonction  rationnelle  de  <.   L'équation  qui  lie  /  à  0  est  donc  bilinéaire, 

(5)  a/0  H-  p/ 4-^0  +  0  —  0; 

d'où  cette  conclusion  :  h' tant  donnée  une  représentation  normale  d'une  courbe  unicursale  au  nioip'u  d'un 
paramètre  /,  on  obtient  toutes  les  représentations  nomades  de  cette  courbe  en  remplaçant  t  par  une  fraction 
rationnelle  et  du  premier  derjré,  à  coefficients  arbitraires,  d'une  nouvelle  variable  0,  c'est-à-dire  en  elfec- 
luant  sur  le  paramètre  /  une  transformation  homographique  quelconque. 

3.  .\  er||(î  tiansloiniation  se  raltaclio  une  pro[uiélé  remar(pial»le  (h'S  courl)es  unieursalos.  Soit 
toujours     ./;  =  -V/  ,     y  =  ■/(/)     uiu;  repri'senlation  normale  d'une  toile  courbe.  Considoi'ons  les  l'or- 

'  Dans  II!  iMs  oii  la  rcpn'seiitation  csl  imidoprc,  li'liminalioii  de  0  entre  les  équations  (.1)  donne  un  résultant  qui  est  la 
{lui-i-suiic  m>*""'  d'un  iiolynomi-  entit'r  di.rdre  n  en  .r  et  en  //. 
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mules 

at  -V-  Ij  \  1  at  -Y  f> 


'i  —  7. 


cl-hdj  '  \ct-\-d 

où  a,  b,  c,  d  sont  des  constantes.  Le  point  (?,  y^)  qu'elles  déterminent  décrit  évidemment  la  même 
courbe  que  le  point  {x,  y),  dont  il  est  dislinct  quand  t  est  quelconque,  et  t  est  une  fonction  rationnelle 
de  ç  et  de  -/},  comme  de  x  et  de  y.  Par  suite  x  et  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ;  et  de  •/;,  de 
même  que  ^  et  y]  sont  des  fonctions  rationnelles  de  r  et  de  y\  atout  point  (;,-/;)  de  la  courbe  en  corres- 
pond un  autre  {x,  tj)  parfaitement  déterminé,  et  réciproquement.  On  a  ainsi  réalisé  ce  qu'on  appelle  une 
transformation  birationnelk  [on  biuutformi')  de  la  courbe  en  elle-même.  A  raison  de  l'indétermination 
des  coefficients  a,  b,  c,  d,  il  existe  une  triple  infinité  de  transformations  birationnelles  d'une  courbe 
unicursalc  en  elle-même  ;  en  d'autres  termes,  on  peut  d'une  triple  infinité  de  manières  yrouper  deux  à 
deux  les  points  d'une  courbe  unicursale,  de  manière  que  Vun  d'eux ^  M,  étant  donné,  l'autre,  ,u,  soit  par- 
faitement déterminé  et  qu'il  [i  corresponde  le  seul  point  M. 

On  démontre,  mais  nous  ne  le  ferons  pas,  que  celte  propriété  est  caractéristique  ;  c'est-à-dire  que  si 
une  courbe  est  susceptible  de  transformations  birationnelles  en  elle-même,  transformations  qui  dépendent  de 
plus  d'un  coefficient  arbitraire,  cette  courbe  est  unicursale. 

4.  Les  considérations  qui  précèdent  sont  susceptibles  d'une  grande  extension.  C'est  ainsi  ((u'on  a 
étudié  les  couples  de  courbes  algébriques  entre  lesquelles  existe  une  corresjxmdance  biralion)tellc  ion 
biuniforme)  :  Si  les  coordonnées  (.r,  ;/)  des  points  M  d'une  courbe  (C)  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coordonnées  (;,  /)),  des  points  ii  d'une  courbe  (T)  et  réciproquement,  on  dit  qu'il  existe  une  cor- 
respondance birationnelle  entre  les  deux  courbes,  ou  encore  que  ces  deux  courbes  se  correspondent  point 
par  point.  L'exemple  le  plus  simple  de  cette  propriété  est  fourni  par  les  courbes  unicursales.  Soient  en 
effet  X,  y  les  coordonnées  de  l'une  d'elles,  ?,  t,  celles  d'une  autre,  t  le  paramètre  (jui  correspond 
uniformément  aux  points  [x,  ?/),  et  0  celui  qui  correspond  de  même  aux  points  (;,  t,).  Etablissons  entre 
t  et  0  une  relation  bomographiquc  à  coedicients  constants,  mais  quelcon(iues,  telle  que  l'équation  (5' . 
Les  coordonnées  x,  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  t  et  par  suite  de  0;  mais  0  est  une  fonction 
rationnelle  de  i  et  de  y)  ;  donc  x,  y  sont  des  funclions  ralinmit'llrs  de  ;  et  de  t,  ;  on  \oit  do  même 
que  5  et  Y)  s'expriment  rationnellement  en  x  et  en  y.  Donc  deux  courbes  unicursales  quelconques  se 
correspondent  point  par  j)oint.  En  particulier  toute  courbe  unicursalc  correspond  ])oint  par  j»>ii)l  >}  nw 
droite.  On  s'en  assure  en  prenant  pour  ;  et  r,  des  binômes  linéaires  par  rapport  à  0. 

11  y  a  souvent  lieu  de  considérer  comme  formant  une  seule  et  même  catégorie  toutes  les  courbes 
algébriques  qui  se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles  par  des  transformations  birationnelles.  Tel  est  le  cas 
des  courbes  unicursales.  Elles  appartiennent  donc  toutes  à  la  même  catégorie  et  celle  catégorie  n'en 
comprend  pas  d'autres. 

5.  Voici  encore  une  propriété  caracl('risti(|U('  des  coiirhcs  unicursales;  son  énonce  n'est  (|ue  la 
traduction  en  langage  géomélri(|ue  de  la  correspondance  uniforme  entre  les  points  de  ces  courbes  et  les 
valeurs  d'un  paramètre  :  /.es  pDints  de  toute  courbe  unicursale  peuvent  être  déterminés  tin  éi  un  par  les 
courbes  d'un  faisceau  ;  toute  roiirbc  jouissant  île  cette  propriété  est  unicursale.  En  elTet,  soil  I  le  para- 
mètre d'une  représentation  normale  d'une  eourhr  unicinsale  ;  il  s'exprime  en  fonction  rationnell(>  des 
coordonnées  .r,  //  du  point  (|ui  lui  corres[)ond  ;  on  a  donc  /'(.r,  //  —  t-^[x,  y)  =  0.  Si  dans  cette  rela- 
tion on  considère  x  et  //  connue  des  cooidonnées  couranti>s,  on  aura  l'équation  d'un /'<j/.v«(/k  de  courbes 
algébri(ines,  dont  (•iKU'unc  ne  con|K'ra  la  conrbe  cttusidcrt'c  ([u'c/j  un  seul  puint  variublr  avec  I  puis(|ue, 
|)ar  liyiiollièse,  à  une  valeur  doimec  de  /  lu»  eorr(>spond  ([uun  si'ul  point  de  c»>lle  courbe.  (Ttius  les 
autres  points  d'intersection  sont  des  points  lixes  ;  leurs  coordonnées  ne  dépendeiil  pas  de  /;  ce  sont 
des  points  connnuns  ;i  toutes  les  courlu's  du  faisceau.)  La  recii)ro(iue  esl  évidente  :  si  cIkuiuc  courbe 
d'un  faisceau     /' — /o  —  0     confie  une  courbe  ti\e  en  n»  >■«•////).»////  variabh- a\(K'   /.    les  ci'ordonn<'('<  de 
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ce  point  SDiit  des  ftniclions  ralioniioUos  de  /  (puis(|iie  cl-Kicuno  d'elles  est  liée  à  /  i)ar   une  éciualion 
algobriiiue    et  la  eouibe  lixe  e>l  unieuisalc 

6.   Démunirons  niainlenanl  le  tlu'-oiènie  de  M.  I.in'olli.  Supiiosons  données  les  formules 

où  A,  H,  C  sont  trois  polynômes  entiers  qu'aucun  polynôme  entier  en  /  ne  divise  à  la  fois.  Il  s'airil  de 
reconnaître  si  cette  représentation  paramétrique  est  normale  ou  impropre. 

A  une  valeur     /  =  ti     correspond  un  seul  point    (.r,,  j/,).    Si,  réciproquement,  à  ce  point    {xi,  ?/,) 
correspondent  m  valeurs  du  [taramétre  /,  savoir  /i,  /o,  ...  /,„,    on  aura  évidemment  les     m  —  1     iden- 

A  (,)         A((,)  D((,)         B{(,) 

qui  oxpriiniMil  qu(>  les  deux  é(|uations 

(6)  A(/,)C(/)  -C(/,)A(/j  =0,  B(/,,C;/)  — Cf/,)B(0=O 

ont  en  commun  m  racines  /i, /i,  .•.,/,„.  Nous  allons  voir  (juc,  si  i^  reste  indélerminc,  ces  m  racines 
sont  des  racines  simples. 

1°  Si  II  était  racine  multiple  des  équations  (6),  il  vérifierait  les  équations  dérivées;  d'où 

A(/,)C'(/.1-C(/.'A'(/.)  =  0,  B(/,^C'(7.)  -  (;7,)H'(/,j  =  0. 

Or  ce  sont  lii  précisément  les  relations  ipf  on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  des  deux  fractions 
rationnelles  A(/,)  :  C(/i)  et  h'Ji)  :  07,) .  Ces  deux  fractions  se  réduiraient  donc  à  des  constantes  ;  les 
trois  polynômes  A,  B,  C  seraient  proportionnels,  contrairement  à  l'hypothèse  faite.  (On  jjeut  encore  dire 
que  la  courbe  se  réduirait  à  un  point    x  =  const.,     y  =  const.). 

2°  Si  une  racine  autre  que  /,  était  racine  multiple  des  équations  (6),  ^  par  exemple,  elle  vérifierait 
les  équations  dérivées  ;  on  aurait  donc 

A(^)C'(/2)  — C(/,)A'(/,)  =  0,  K(oC/{l^—C(I^B'!t,)  =  0, 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

A'(/,)  _A(M^A(M  Bï/,)  ^  B(/,)  ^  B(<,) 

C'(/2)        C,/,)        C(/,)'  C'(/2)       C(/0       C(/2)* 

Ces  relations  ayant  lieu  pour  loutc  valeur  de  /,,  auraient  lieu  aussi  pour  une  succession  continue  de 
valeurs  de  Z^,  puisque  (2  est  l'une  des  racines  d'une  équation  algt'brique  dont  les  cocllicients  sont  des 
polynômes  entiers  en  /j.  Pour  toutes  ces  valeurs  de /2  les  fractions  A:C  et  B:C  seraient  constantes, 
leurs  dérivées  étant  nulles.  Ce  cas  ne  peut  donc  se  présenter. 

Dès  lors  les  premiers  membres  des  équations  (6)  sont  divisibles  par 

et  comme  à  chafjue  point  de  la  C(Hnbc  correspondent,  par  hypothèse,  m  valeurs  de  /  et  m  seulement, 
c'est  là  le  plus  grand  connniin  diviseur  des  deux  polynômes  0))  considérés  comme  fonctions  de  /.  On 
sait  par  des  divisions  algébri<pi(îs  f(»rnier  ce  plus  grand  commun  diviseur.  .Nous  le  représenterons  i)ar 
•yt,  /,).  11  est  du  degré  m  par  rapport  à  /,  et  aussi  i)ar  rapport  à  /,,  puisque  le  changement  de  /  on  /, 
et  de  II  en  t  ne  fait  que  changer  le  signe  des  deux  polynômes  dont  on  cherche  le  plus  grand  commun 
diviseur.  On  peut  donc  écrire 

•1(1,  /,)  =  r-.,'ii  -h  /'"-'tp,'/,)  4- ...  4-  '■p„.(/,), 

les  divers  polynômes   o   étant  de  degré  au  jtlus  égal  à    m.    Or  l'équatifjn      <!/  =  0      admettant  pour 
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racines    /,,  /o,  ...  tm,    les  quotients  tels  que 

(7)  ^^«  =  ^  (/•,  .v  =  U,  1.2,  ...,7n 

sont  des  fonctions  symétriques  do  /,,  /«,  ...,  /,„  ;  c'est-à-dire  que  les  diverses  fractions  6„  preunenl 
chacune  la  mémo,  valeur  pour  lea  m  valeurs  dn  t  qui  correspondent  à  un  point  de  la  courbe.  Réciproque- 
ment à  chaque  valeur  de  6„  correspond  un  seul  point  de  la  courbe.  En  etret  les  rapports  0,.,  ne  peuvent 
pas  se  réduire  tous  à  des  constantes,  sans  quoi  4'(^  '0=  0  aurait  toutes  ses  racines  indépendantes 
de  /,,  alors  qu'elle  admet  certainement  la  racine  /  =  /,.  Donc  l'une  au  moins  de  ces  expressions  est 
une  fraction  rationnelle  du  degré  m  en  ^,  puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  polynômes  de  degré  au  plus 
égal  à  m  et  que  d'autre  part  elle  prend  la  même  valeur  pour  m  valeurs  différentes  de  /,.  Par  suite,  0,.,  étant 
donné,  l'équation  (7)  donne  m  valeurs  de  /i,  savoir  celles  qui  correspondent  à  un  même  point  de  la  courbe. 
En  résumé,  à  chaque  point  de  la  courbe  correspond  une  seule  valeur  pour  chacun  des  paramètres  0„  ;  ri  à 
chaque  valeur  de  tout  paramètre  0,.,  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  constante  correspond  rtn  seul  point  de  la 
courbe.  Chacun  d'eux,  pris  comme  variable  auxiliaire,  fournira  une  représentation  normale  de  la 
courbe. 

Remarquons  que  d'après  un  thé'orèmc  démontré  précédemment  {n°  2)  tous  les  0,.,  sont  des  fractions 
rationnelles  et  du  premier  degré  de  l'un  d'eux.  Remarquons  aussi  que,  quand  on  a  calculé  le  plus  grand 
commun  diviseur  '[{t,  ^)  des  polynômes  (6),  on  peut,  s'il  ne  se  réduit  pas  à  (/  —  /,),  aflirmer  que  la 
représentation  donnée  (1)  est  impropre. 

Voici  pour  terminer  un  exemple  simple.  Ktant  données  les  formules 


le  calcul  conduit  au  plus  grand  commun  diviseur 

m,  /,)  =  t^t,-i[ti-hi)-\-ir, 
la  représentation  donnée  est  donc  impropre.  Pour  avoir  une  représentation  normale,   nous  formerons 
les  expressions 

0,.o  =  -  '-^^.  0,,o  =  1,  0,,,  =    ~'' 


On  voit  (pie  l'une  d'elles  est  constante,  et  que  les  doux  extrêmes  sont  chacune  l'inverse  do  l'autre. 

On  peut  donc,  en  supprimant  les  indices,  prendre  pour  variable  auxiliaire     0  —  —  /:(/*-+- 1).    Ou  trouve 

ainsi 

1  —0 


(^J)  •^■  =  nrrT'         .'/ 


i)-^  -4-1  •'        6»  4-  i 

et  en  éliminant  0,  x--^)/'^  —  a?  =  0,  ce  ([ui  est  l'écpiation  d'un  cercle.  Si  l'on  éliminait  /  entre  les 
équations  (8),  on  trouverait  une  é(|uation  du  ([uatriiMue  degré  r(^présenlant  dtnix  fois  \o  mémo  cercle. 
Mais  il  convient  de  remar(pier  (jue  les  formules  Sj,  (juand  on  n'y  donne  à  t  que  des  valeurs  réelles,  *<(• 
représentent  ])as  le  cercle  IdkI  oitier.  En  effet  à  cause  de  la  relation  (pii  lie    /    à    ",    il  faut  ([ue    0    soit 

1  1 

compriscntre    —  "^    ^^     "'   T"     po'i'' •P^'^-  '  ^'••'^  ''•'•^'-  \insi  les  formules  (8)  ne  représentent  que  l'arc 

de  cercle  qu'on  obtient  par  les  formules  (9)  quand  on  fait  varier  "  enirc*  ces  deux  liniih^s.  I.e  fait  tpio 
nous  venons  de  constater  est  général.  Une  représentation  paramftri(pie  impnq)re  ne  fournit  générale- 
ment (jue  des  portions  de  la  courbe  qu'elle  délinil,  (>t  l'on  peut  même,  se  (humant  ciM-tains  arcs  d'une 
courbe  unicursale,  les  représenter  i\  l'exclusion  de  tous  l(>s  aulris  en  suhstiluanl  .i  la  représentation 
normale  de  la  courbe  une  représ(>nlation  impropiM»  convcnabhMntMil  clioisitv  Alais  ecllt»  possibilitt'  ne 
me  semble  pas  mériter  ])lus  (|u'un(>  simple  indication. 
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i:nvi:i.()1mm:  dix  cI'Kcm:  oiîtiiogonal  a  un  (:1':r(:ij-:  fixe 
i:t  doxt  m:  ckntki-  dkciut  une  conique  a  centre 

par  M.  Gh.  Hugon,  professeur  au  lycée  de  Nîmes. 


SoionI  4-+  1 '  ^  0.  (l),) 

rt'(|uati<»ii  d'uiu'  t'()ni(iiu'  ;i  ('(Mitri'  (I),)  rapportée  à  ses  axes,  (pio  lums  ap[)ell('n)ns  coiurjun  défi-rentr,  et 

a-'^+V^  — 2a,.r-2p,y  +  2o,  =  0  (to,) 

rtMpialioii  (ruii  ciM'cle  lixo  de  eenlre  (o,  que  nous  appellerons  rcrch;  dirccIcKr. 
Leoercle  dnnl  Téqualion  esl 

■''"  +  y^  —  2?/i.r  —  2/(î/  +  2y>  =  0 
sera  orthogonal  à  ce  dernier  si  Ion  a 

m-/i  -h  n^ti  —  Si  — p  =z  0. 

Vax  éliminant  /i  entre  ces  deu\  dernières  égalités,  on  est  ramené  à  clierciier  l'enveloppe  du  cercle 

2//(  (.r  —  a,)  4-  2h  [y  —  p,)  +  2o,  —  {x'  -+-  if)  =  0. 
On  a  du  reste  la  relation 

VI-  )l^ 

\-~ 1=0, 

A,         H, 

et,  par  suite,  on  obtiendra  l'enveloppe  en  éliminant  m,  n,  s  entre  les  égalités 

2»j  {x  —  a,)  -h  2/(  {?/  —  PO  4-  .V  r2o,  —  (.r^  +  7/^)]  =  0 

x'  -+-  y^  _  . 
et  A.(.r-a.)  ^  H.(v-p.)  _        2 

m  «  5 

On  trouve  ainsi 

A,f.x-a.?  +  B.(,7-p.)— ('^"'^•^"  -5.)'=  0; 
c'est  rt'qualion  de  l'enveloppe  cherchée. 

On   voit  qu'on   peut   l'obtenir  en  remplaçant   dans  Téquation   tangentielle    de    la    conique    (D,), 

A,?<--hli|r^  — V"-  =  0, 

-î--  -+-  y- 
u  par  X  —  a,,  /'  par  y  —  |i,,  ?/-  par o,. 

On  peut  écrire  l'équation  de  l'enveloppe  de  la  façon  suivante  : 

(1)       {x^  -h  ?/')•-  -  4x-(Ai  4-  5i)  -  4v2(B,  +  0.)  +  8A,a,,r  +  8H,,^,?y  +  4(ô-^  —  A,af  —  B.fif)  =  0, 

et  l'on  voit,  sous  cette  forme,  que  l'enveloppe  est  une  quartique  bi-circulaire. 

Nous  allons  montrer  que  c'est  une  cyclique,  c'est-ià-dire  une  courbe  pouvant  être  envisagée  comme 
l'enveloppo  de  quatre  familles  de  cercles  dont  les  centres  décrivent  des  coniques,  les  cercles  de  cluKpie 
famille  étant  d'ailleurs  orthogonaux  à  un  cercle  lixc. 

Soient  A /<»-+-  liy-  — ?<-*  =  0 

l'i'quation  tangenlielle  d'une  (^dnique  à  centre,  rapportée  à  ses  axes,  et 

X-  +  y-  —  2ax  —  2^7/  4-  2o  =  0 
l't'-quation  d'un  cercle. 

L'équation  de  l'enveloppe  des  cercles  orthogonaux  au  jutM  iMlenl  et  dont   les  centres  décrivent    la 

conique  précédente,  est 

{x'-\-y^f—'u^  A  _^r:)_.4,y2(B-H  o) -H  8Aax -h  8H?//  +  ■'i\:r  —  Xx' —  \\V,  =  0. 
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Identifions  celte  équation  avec  l'équation  (1),  et  désignons     oj  —  o     par  À  ;  nous  aurons 

(  A  =  Al  H-  À,  (    (Al  H-  l)  a  =  Ai'jci, 

(2)  (3)  Ç2_52^Aa2  — Ai72-+-B32_B,pî  =0. 

La  dernière  égalité  peut  s'écrire  : 

Cette  équation  en  X  est  du  quatrième  degré;  par  suite,  si  l'on  remarque  que  les  quantités  A,  B, 
a,  p,  0  sont  données  sans  ambiguïté  en  fonction  de  X,  on  voit  qu'il  existe  quatre  couples  de  cercles 
directeurs  et  de  coniques  déférentes  donnant  naissance,  au  moyen  d'une  génération  analogue,  à  l'enve- 
loppe trouvée  précédemment.  L'un  de  ces  couples,  le  couple  [(wi),  (D,)],  correspond  à  la  racine   X  =  0. 

1°  Les  égalités  (2)  nous  montrent  que  les  coniques  déférentes  de  chaque  couple  sont  homofocales, 

2"  Si  l'on  désigne  par  s  et  s'  respectivement  les  premiers  membres  des  équations  des  coniques 
(Di)  et  (oj,)  où  l'on  a  remplacé  x  et  y  par  a  et  [3,  on  voit  que  les  équations  (3)  sont  équivalentes  aux 
équations 

àQ^s-^-s')  ^  d(ls  +  s')  ^ 

(H  '  d^ 

et  que  la  parenthèse  de  l'équation  (4)  est  le  premier  membre  de  l'équation  en  X  du  faisceau 

X.v  -^s'  =  0. 

Donc  :  les  centres  des  trois  cercles  directeurs  différents  de  (lo,)  sont  les  sommets  du  triangle  con- 
jugué commun  au  cercle  («),)  et  à  la  conique  (D,). 

3"  a,  p,  0  désignant  les  paramètres  d'un  cercle  directeur  (luelconque.  on  vérifie  sans  diniculté 
l'égalité  suivante  : 

aa,  +  pp,  -  3  —  5,   ^  0,      (*) 

qui  indique  que  les  cercles  directeurs  sont  orthogonaux  deux  à  deux. 

Ceci  posé,  soit  «j,(j  =  1,2,  3,  \)  le  centre  d'un  cercle  directeur  quelconque  ;  deux  cercles  infi- 
niment voisins  appartenant  à  la  famille  des  cercles  variables  orthogonaux  au  cercle  (<o,),  se  coupent  en 
deux  poinis  m,  m'  qui  appartiennent  à  l'enveloppe.  De  plus,  la  corde  mm'  passe  par  «),,  puisque  fo,  est 
le  centre  radical  de  tous  les  cercles  variables  de  la  famille  précédente.  On  en  déduit  la  relation 

M, m  X  "•'i'"'  =  ?h 
Pi  étant  le  rayon  du  cercle  (w,). 

On  voit  donc,  en  prenant  oj,  pour  pôle  d'inversion  de  l'enveloppe  et  pf   comni»^  puissance  dinver- 

sion,  que  cette  courbe  se  (ransforme  en  elle-même    L'enveloppe  est  par  suil(>  uni^  anallagmali<iue  et 

possède  quatre  pôles  d'anallagmati»'. 

DisciissIiDi  (Irs  jiosiliniis  )-cl{il Irt's  du  crrrli'  ('o,)  ri  tir  lu  rdiiiijnr  (Di). 

Nous  étudierons  la  naliirc  des  p(~i|(>s  (ranallagnialic  imi  cludianl  la  naliin>  des  points  (riulerseclioii 
des  conicjues   ((o,)   et  (I),). 

Nous  désignerons  par  F(X)  le  premier  nieuilire  de  r('(iualiou  en  X   (l(>s  deux  eoniques  (w,)  et  [[),)  : 

F(X)  =  2^,_X ^-JililL. 

\,-!-X       B,-i-X 

1"  Si  les  deux  c()iii([nes  (lo,)  ot  (D|)  se  coupeni  en  (piairt*  points  it'i^Is  ou  inKiginairr-<  «onjugués, 
les  ipuitre  pi'ih^s  d'inversion  sont  réels. 

2"  Si  les  deux  eonicpu^s  (o),)  et  (D|)  se  coupent  en  deux  p(»ints  réels  el  doux  poinis  imaginaires 
conjugui's,  un  seul  des  p('iles  uu,  cj;,,  m^  est  réel,  les  (bnix  autres  sont  imaginaires  C(UijugU(''s.  Il  y  a  deux 
pôles  d'inviMsion  icels  :  le  point  «o,  et  un  point  dr  la  corde  ci)mmuni>. 


[')  I.'t'qiialion  (i\  m'i  l'on  romplaro     ■■    '   '.      et     p       '       par  a  ot  3.  est  jusfomcnl  iilonticnto  à  rcllo  roIa»i( 
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'A"  Si  li>s  o<»niqiies  (w,)  et  (D)'^  sont  lanutMilcs,  il  y  a  (Umix  pi'iles  réels  d'inversion  confondus  an  point 
de  contact,  et  nn  \)ô\o  réel  snr  la  tan^^ente  en  ce  pidnt  ;  il  y  a  donc  en  tout  deux  pôles  simples  rc-els  et 
un  pôle  double  :  le  point  de  contact. 

Dans  ce  cas  dailltMus  l'équation  V[>.)  ~  0  a  une  raciiu^  double.  ("aMte  racine  double  vérifie  égale- 
ment l'énuation 

dV  _  A.aî  H.ji?      ^ 

(|ui  exprime  simplement  que  les  coordonnées  (a,  p)  du  pôle  d'inversion  correspondant  à  la  racine 
double  vérilient  l'éciuation  de  la  conique  (Di).  C'est  le  point  de  contact.  Kii  outre,  on  vérifie  facilement 
que  l'on  a 

>  d\'  ,       , 

î'est-à-dire  tpie  \o  rayon  du  cercle  directeur  (jni  a  pour  centre  le  jjoinl  de  contact  est  nul.  L'anallag- 
malie  correspondant  à  ce  pôle  double  est  dite  cxccplioinirlh'  :  tous  les  cercles  variables  orthogonaux 
au  cercle  directeur  passent  par  ce  point. 

Soient  w,  ce  point  de  contact,  D,  la  conique  déférente  correspondante,  0  le  centre  d'un  cercle 
variable  passant  par  to„  ce  centre  0  étant  sur  la  conique  D,.  La  corde  du  cercle  0  perpendiculaire  à  la 
tangente  OT  au  point  0  de  la  conique  I),,  et  menée  par  w,,  rencontre  ce  cercle  0  en  un  second 
point   M   qui  appartient  à  l'enveloppe. 

Soit  w-  le  point  diamétralement  opposé  au  point  w,  dans  le  cercle  0;  le  point  a>,'  décrit  une  conique 
D[  homothétique  à  la  conique  D,  (pôle  w,,  module  2).  Donc  la  droite  w|M  est  tangente  en  <»;  à  celte 
conique   \)[  ;   et,  par  suite,  l'enveloppe  est  la  podairc  d'une  conique   D^. 

Soit   N   un  point  de  la  corde   'o,M,   tel  que  l'on  ait 

'o,N  X  w,M  =  R^ 
Il  étant  le  rayon  d'un  certain  cercle  fixe  de  centre  w,. 

Le  point  >'  décrit  la  polaire  réciproque  de  la  conique  D-  par  rapport  au  cercle  précédent.  Donc 
on  peut  dire  que  :  l'enveloppe  est  Vinverse  d'une  conique  polaire  réciproque  de  la  conique  D'. 

11  résulte  de  là  que  l'enveloppe  possède  un  point  double  au  point  o,.  On  a  une  anallagmatie 
exceptionnelle  et  pour  cette  anallagmatie  la  courbe  ne  se  reproduit  par  aucune  inversion  ayant  pour 
pôle  tt),. 

Cas  particulier  (*).  —  Le  pôle   w,  se  trouve  sur  la  déférente  correspondante   D,. 
Dans  ce  cas  l'enveloppe  est  la  podaire  d'une  conique  par  rapport  à  l'un  de  ses  points,  elle  possède 
un  point  de  rebroussement  au  point   (o,.   C'est  aussi  l'inverse  d'une  parabole. 
On  a  dans  ce  cas 

en  exprimant  que  le  point  w;  se  trouve  à  la  fois  sur  les  coni(pies   D,  et  I),. 
Kn  retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 

Cette  égalité  nous  prouve  que  la  valeur  de  X  correspondant  au  pôle   oj,  satisfait  à  l'iMiualion 

d'V 


cfA» 


=  0. 


(*)  Cf  ras  ne  sf>  présrnio  juis  qnaivl  il  y  .t  nn  ronl.ict  «mlinaiic  ;  (■(•st  dtinr  en  n'iilitô  le  (|n.ilririnc  r.is  ili-   I;i   discnssion 
artuelk. 
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Donc  réquation  V{1)  =  0  a  une  racine  triple.  Dès  lors  les  deux  coniques  ''oi,)  et  (D,)  ont  uu 
contact  du  deuxième  ordre.  Le  cercle   (o),)   est  oscillateur  à  la  conique   (D,)   au  point  co,. 

Dans  ce  cas  on  a  un  pôle  triple  au  point  oj,  et  un  pcMe  simple  au  point  wj. 

40  Si  F(X)  =  0  a  une  racine  triple,  le  cercle  (wi)  est  osculatcur  à  la  conique  (Di)  et  Tun  des 
trois  pôles  d'inversion  se  trouve  sur  la  conique  déférente  correspondante  ;  l'enveloppe  présente  un  point 
de  rebroussoment. 

Dégénérescence  d'une  anallagmatie  en  une  symétrie.  —  Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  [V)  de  l'enve- 
loppe, on  voit  que  si  l'on  suppose  soit  7,  nul,  soit  p,  nul,  l'enveloppe  devient  symétrique  par  rapport 
à  l'un  des  axes  de  la  déférente   (Di). 

I.  —  Supposons  par  exemple     p,  =  0.     —  Le  centre  du  cercle  (w,)  est  sur  l'axe  Ox. 

Si  les  deux  coniques  {»h)  et  (Di)  se  coupent  en  quatre  points  réels  ou  imaginaires  conjugués,  lun 
des  pôles  d'inversion  est  rejeté  à  l'infini.  Il  n'existe  plus  que  trois  anallagmaties  et  une  symétrie  jtai 
rapport  à  Ox,  comme  le  montre  d'ailleurs  l'équation  de  l'enveloppe.  Du  reste  Fi  À)  n'est  plus  que  du 
second  degré. 

Ainsi,  quand  l'un  des  pôles  d'inversion  est  rejeté  à  l'infini,  l'anallagmatie  correspondante  dégénère 
en  une  symétrie. 

Il  est  aisé  de  le  voir  directement  :  Soient  M  et  M'  deux  points  correspondants  dans  l'inversinu 
ayant  pour  cercle  directeur  le  cercle  (w).  Soient  A  et  B  les  extrémités  du  diamètre  passant  par  M 
et  M'.  Les  quatre  points  A,  M,  B,  M'  forment  une  division  harmonique.  Si  le  point  w  s'éloigne  à 
l'inlini  sur  ce  diamètre,  il  en  sera  de  même  de  A  et  le  cercle  (w)  tendra  vers  une  certaine  droite  XY 
perpendiculaire  à  MM'  au  point  B.  Le  point  B,  conjugué  de  A  par  rapport  à  M  et  M',  sera  à  la  limite 
le  milieu  du  segment  MM'.. 

Si  les  deux  coniques  (w,)  et  (Dj)  sont  tangentes,  elles  sont  alors  hilangentes.  Dans  ce  cas  on  a 
encore  une  symétrie  par  rapport  à  Ox  et  trois  anallagmaties,  dont  les  pôles  sont  :  le  pôle  de  la  droite 
des  contacts,  le  milieu  de  cette  corde  des  contacts  et  le  point  (u,. 

Si  le  cercle  (w,)  touche  la  conique  (Di)  en  l'un  de  ses  sommets,  l'enveloppe  est  alors  la  podaire  et 
l'inverse  d'une  conique  par  rapport  à  un  point  d'un  axe  :  une  anallagmatie  double,  une  simple  et  une 
symétrie.  L'enveloppe  présente  un  point  double  au  point  de  contact. 

Si  le  cercle  («0,)  est  osculateur  à  la  conique  (Di)  en  un  de  ses  sommets,  l'envelopiie  [trésente  un 
point  de  rcbroussement  :  une  symétrie  et  une  anallagmatie.  L'enveloppe  est  la  ptxlaire  dune  conique 
par  rapport  à  l'un  de  ses  sommets,  c'est  aussi  l'inverse  d'une  i)arabole. 

II.  —  SHj)p()sons  a,  =  0  et  p,  =  0.  —  L'enveloppe  possède  deux  axes  de  synu'lrie,  les  ilenx 
axes  de  lu  coniciue  (Di). 

On  obtient  alors  une  anallagmatie  double  dont  le  pôle  est  le  centre  de  la  conique  ([),)  et  deux 
symétries  (deux  pcMes  rejetés  à  l'inlini).  Du  reste  l'éiiualion  l\X)  =  0  es!  du  pi-eniier  degré  dans  li^ 
cas  actuel. 

La  con?(/ifc  [/)^)  csf  un  cerrlc. 

Examinons  maintenant  le  cas  parliculiei-  où  l;i  conifiui»  deftTenle    (D,)    est  uu  cerelt\   Dans  ce 

cas,  on  a 

A,  =  B,,  d'où  A  =--  H. 

Toutes  les  coni(|ues  defiTenles  sont  alors  des  eereles  eonciMilriques  au  cercle  iD|).  L'enveloppe 
cherchée  est  une  (H'oh'  df  Ih-scartfs.  Son  équation  (le\ienl 

(5)  (-l-' +  .'/')'  —  K'^^  +  ^^){^''+\f)  -^  8A.  '.•»•-+-  ;i,.v)  +  l  l\  -  \yi  -h  ?ri     =  0. 

Dans  le  cas  aeluid,  on  a  d'ailleurs 
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A I  -i-  /. 
Celle  ('([iialion  via.nl  du  second  deurt'  en    ) ,    l'iMiveloppe  ne  présente  plus  que  trois  anallagmaties. 
Une  anallagnialie  a  drgént'ré  en  une  sMudrii-  ;  ci'la  so  constate  au  moyen  d'une  rotation  convena])Ie 
des  axes  coordonnés,  qui  donne  ;i  riMir.alioii  de  rcnvcloppt!  la  l'orme  suivante  : 

(a--  4-  ir)'  —  -il A,  -+-  8,)(^'  ^-  y-)  +  8Ma^  +  4[S?  —  A, (a?  +  p^) j  ^  o. 

/}isri(ssltiii  ilrs  ji(isiti(t)is  n'hilivis  ilrs  cfrcli's  (o,)  cl  (D,).  —  1°  Si  les  dcux  cercles  {(-'il)  et  (Di;  ne 
se  coupent  pas  en  des  points  réels,  Tcqualion  F(X)  =  0  a  deux  racines  réelles.  Donc  l'enveloppe 
possède  trois  anallagmalies  et  une  symétrie  :  trois  pôles  d'inversion  réels,  l'axe  de  symétrie  est  la  ligne 
des  centres, 

2"  Si  les  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points  réels,  l'équation  V\a)  =  0  a  ses  deux  racines 
imairinaircs  conjuguées.  Donc  une  anallagmatie  et  une  symétrie,  un  seul  pôle  réel  :  le  point  -oj  ;  l'axe 
de  symétrie  est  la  ligne  des  centres. 

3"  Si  les  deux  cercles  sont  tangents,  l'équation  F(X)  =  0  a  une  racine  double  évidemment  réelle. 
Donc  l'enveloppe  possède  une  anallagmatie  double  dont  le  pôle  est  le  point  de  contact,  une  anallagmatie 
simple  de  pôle  w,,  et  une  symétrie.  L'enveloppe  possède  un  point  double  au  point  de  contact  dont  les 
tangentes  sont  réelles  ou  imaginaires.  L'enveloppe  est  alors  la  podaire  d'un  cercle  et  l'inverse  d'une 
conique  à  centre  par  rapport  à  l'un  de  ses  foyers.  C'est  un  limaçon  de  Pascal.  L'axe  de  symétrie  est 
encore  la  ligne  des  centres. 

Romarquo.  —  Si  Ion  suppose  à  la  lois  «1  =  0  et  i,  =  0,  les  deux  cercles  (coj)  et  (Dj)  sont 
concentriques.  L't''i|nalioii  de  l'enveloppe  prend  la  l'orme 

[x-  +  y'  —  2(A,  -H  S.)]'  —  -iQ"  =  0, 
on  posant  Q  =  v/(Ai  H- Ojj^  —  o^. 

On  voit  ([uo  l'enveloppe  se  compose  de  deux  cercles  réels  concentriques  aux  précédents  ;  elle 
possède  une  inlinil»-  daxes  rectangulaires  de  symétrie,  c'est-à-dire  une  infinité  de  couples  d'axes  rec- 
tangulaires de  symétrie,  de  plus  une  anallagmatie  double  dont  le  pôle  est  au  centre  commun.  11  est 
facile  de  s'en  rendre  compte  géométriquement. 

La  conique  (/),)  se  réduit,  à  deux  droites  concourantes. 

Soient  X'OX.  YOV  ces  deux  droites.  Dans  ce  cas  particulier,  l'enveloppe  se  réduit  au  système  des 
quatre  points  «,  ",,  A,  />i  ;  «,  Oi  et  h,  />,  étant  les  deux  groupes  de  points  limites  correspondant  à  clia- 
cune  des  deux  familles  des  cercles  variables  ortbogonaux  à  (w,)  et  dont  les  centres  décrivent  respec- 
tivement les  deux  droites   X'OX.  \{^\ . 

Cas  où  le  cercle  (o),)  se  réduit  à  un  point . 

l*our  terminer,  nous  considt'rerons  le  cas  où  le  cercle  ((-),)    se  r(''duil  à  un  point   (-.,. 

Comme  on  la  vu  précédemment,  si  <•),  n'est  pas  silué  sur  la  déférente  correspondante  (D,), 
l'enveloppe  possède  en  ce  point  un  point  double  dont  les  tangentes  seront  réelles  ou  imaginaires  selon 
que  o>,  sera  extérieur  ou  intérieur  à  la  conique  (D,).  L'enveloppe  est  la  podaire  d'une  conique 
à  centre,  liomotbétique  à  fD,i  fpôle  oi,,  module  2).  Si  w,  est  situé  sur  (I),)  l'enveloppe  possède  un 
point  de  rebroussement  au  puini  '.>,.  C'est  la  po(lair(>  dune  coni(pie  pur  rapport  à  l'un  de  ses  points  et 
l'inverse  d'une  i)arab<de. 

Dans  le  premier  cas,    oi   est  un  pôle  double  d'inversion. 

Dans  le  second  cas,  «o,  est  un  pôle  triple  d'inversion,  et  le  p('.]e  de  ranallaginatie  simple  est  le 
centre  du  cercle  oscillateur  à  la  conique    fD,)   au  point    w,. 
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On  étudierait  comme  précédemment  les  cas  de  dégénérescence  en  supposant  wi  d'abord  sur  luu 
des  axes,  puis  au  centre  de  la  conique   (U,). 

Si  (D,)  f'st  un  cercle,  Tenveloppc  sera  la  podaire  d'un  cercle  et  l'inverse  d'une  conique  à  centre 
par  rapport  à  l'un  de  ses  foyers  ;  ce  sera  un  limaçon  de  Pascal,  dont  le  point  double  est  oj,.  On  a  dans 
ce  cas  une  anallagmatic  double  :  pôle  w,,   une  symétrie  et  une  anallagmatie  simple. 

Si  le  point  to,  so  trouve  sur  le  cercle  (Di),  l'enveloppe  possède  un  point  de  rebroussement  en  ce 
point  :  c'est  la  podaire  d'un  cercle  par  rapport  à  l'un  de  ses  points,  et  l'inverse  d'une  parabole  par 
rapport  à  son  foyer. 

Si  coj  est  au  centre  de  (Dj),  l'enveloppe  est  un  cercle  concentrique  à  (Di).  8J  (D,)  se  compose 
de  deux  droites  concourantes,  l'enveloppe  se  compose  des  trois  points  suivants  :  le  point  w,  et  ses 
symétriques  par  rapport  à  chacune  des  deux  droites  données. 
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398.  —  D'un  jJoint  M  pris  sur  îin  para/joloide  on  mène  les  quatre  normales  .M.\,  MB,  .MC,  MD,  autres 
que  celle  qui  a  son  pied  en  M.   On  demande,  lorsque  M  décrit  le paraholoide,  de  trouver  : 

1°  Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  2  qui  passe  aux  quatre  points  A,  B,  C,  D  ; 

2°  Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  !l',  circonscrite  au  tétraèdre  formé  par  les  plans  tanijents 
en  A,  B,  C,  D. 

3°  Montrer,  dans  les  mêmes  conditions,  que  le  )nilieu  du  seijment  formé  juir  les  centres  des  sphères  S 
et  ï'  est  fixe. 

1°  Soient  ay-  -+-  hz-  -t-  2c.r  =  0 

l'équation  du  paraboloïde  et  a-o,  //o,  -u  1^^  coordonnées  du  point  M. 
Ces  nombres  vérifient  la  relation 

Les  coordonnées  des  points  .\,  B,  C,  D  satisfont  aux  é(iuations 

aif-^hz--^'iex  =  0, 
X,  —  .x-  ^  //.,  —  //  _  z,  —  z 
^  '  c  arj  l)Z 

en  combinant  ces  rapports  avec  l'équation  qui  précède  on  obtient  l'équation  ncuivcllo 

2.r(.ro  —  ar)  +  î/(j/o  —  ?y)  +  =(':..  —  :)  =  0. 
D'autre  part  les  doux  [)remières  équations  donnent 

«(?/'  -  Vl)  -^  '>{■"'  -  ^«)  +  2'-(-i'  -  -'-o)  =  0, 
ou  aiq  4-  i/o)(j/  —  //o)  H-  />(:  -H  -o)(:  —  3»)  H-  2c'x  —  .r„    =  0  ; 

remplaçons     y  —  j/o,     :  —  ^n,     •>• — l'u     par  les  quanlilés  proporliomuMlos  (fi/.  A:,  c,  nous  aurons 

"'■'.'/(.'/  +  .'/")  -+-  ''■-(=  -^-  -««)  -h  2c-  =  0. 
Par  suilc  par  les  |)ie(ls  \,  B,  (1,  1)  des  (jualn'  normales  passent  les  Intis  ([uadriques 

S,  ==;  ay-  -f-  IrJ  -{-  "Icx  —  0, 

Sî  =  a-y{y  4-  .'/..)  H-  l>^z[z  +  :„)  -t-  2c-*  =  0, 

S3  EE  2.r(xo  —  .»•)  -h  _7(i/„  —  y)  4-  :^:o  —  :  )  =  0  ; 

les  i)r(Muiers  membres  des  ('([uations   m'  renfcrmcnl   [>as  de  Ifrmes  t'ii    7:.   :.r.   xy.    On   pourra  donc 

déterminer  (rois  nombres  X,  ;/,  -i  df  (elle  sorte  (|ue  l'éipialion 

),S,  -I-  aS.  4-  vSa  =  0 
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repi'ésenli'  luu-  splièii'-.  on  Iri.inr     •'        >if»:i,     X  =  — (» -h  h)>i.     l/('(iu;ili(>ii  de  la  s|ilirr(>  ï  csl  alors 
2n*(a-^  -t-  î/'  -H  :')  —  2a- »/>.»•„  —  c{a  4-  h)]  —  «»/„(«  -f-  />)y  —  A^ola  4-  /'):  —  2f.''  =  <». 
Les  coordonnées  du  ('(Milrc  sunl 

■''  = ï;j. ■/-"   Ah    '       '-~"47~' 

11'  lieu  (1(>  i't>  poinl  s"ohlit'nl  en  liranl  .r„,  ?/,„  ^o  de  ces  éiiuulions  el  en  |K)ilaul  les  valeurs  Irouvces  dans 
la  ndalion 

l".e  lit'U  a  pour  <'M|uaticMi 

Hii-h\/)ij-  -+-  az-)  -h  c{a  -h  bY[1al).v  -+-  c[a  4-  6)]  =  0  ; 

c'esl  un  paraltiduide  de  nièine  nature  (jue  le  païaholoïde  donné,  les  plans  diiecleurs  de  l'un  élanl  per- 
pendiculaires aux  plans  directeurs  de  l'autre. 

2"  Désignons  jiar     — À     la  valeur  comnuuie  des  rapports  i^l),  on  en  tire 

V  = 


(2)  '    "^  1  +  (IK 


1  +  h\  ' 

ces  quantités  sont  les  coordonnées  d'un  des  pieds  de  normales  issues  du  point  M  si  À  vérilie  l'équation 

Or  celle  équation  adnu't    la  racine     À  =  0     correspondante  au  point   M;    pour  l'en   débarrasser,   il 
suflil  de  retrancher  de  son  premier  membre  la  quantité  nulle     axjl  -f-  hz-l  +  2cx„  ;     il  reste 

(i-hax)2  "^  (i  +  ay^ 

ou  f[l)  =  2c\{  -h  alYH  +  hlf  +  ahjli'2  +  al){\  +  biy  +  h^H^  +  bl){l  +  r/).)'^  =  0. 

Kn  portant  les  quatre  racines  de  cette  équation  dans  les  relations  (2),  on  obtient  les  coordonnées 
des  points  A,  B,  C,  D. 

Le  plan  tangent  en  Inn  de  ces  points  a  pour  équation 

l-\-al       1  -i-  /va 
ou 

o(X)  =  c-).(i  -+-  aiyi  +  /;X)  —  c[x  -f-  a7o)(l  -h  o.l){i  -i-  />À)  —  a.v?/o(l  +  bl)  —  bzz,{i  -+-  al)  =  0  ; 

le  point   {x,  y,  z)   sera  sommet  du  té-traèdre  formé  par  les  plans  tangents  en   A,  15,  C,  1)    si  l'équation 
o(X)  =  0     admet  trois  racines  de  léquation     f\l)  =  0,     c'est-à-dire  si  l'on  a 

/•(X)  =  ç(X)(-2a//A  + /,■), 
pour  une  valeur  convenable  de  /.. 

1  1 

Kn  écrivant  que  les  deux  membres  sont  égaux  pour  les  valeurs  de    X, , —i     0  et  en 

égalant  les  cocllicients  de  X',  on  trouve 

7j,{a  —  b)-^y{/c  —  2b)  =  0, 

Zo{b  —  a)  -h  z{k  —  2«)  =  0, 
k[c{x  -+-  .ro)  -f-  ai/ij,,  -j-  bzz,,]  -+-  '^{nhjl  -|-  b'-zl  +  c^)  =  0, 
2c^i  -h  /y)  4-  2a/Ai'  —  /.v;  =  0. 
En  égalant  deux  à  deux  les  valeurs  de    /.:    tirées  de  ces  relations  on  oblienl  les  é(iuations  de  six 
surfaces  circonscrites  au  lelraédre  formé  par  les  plans  tangents  en  A,  13,  C,  D, 
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S,  =  2ijz  +  ;jZo  -h  zjjo, 
Sa  =  [2%  +  y,>{h  —  a)][c{x  +  Xo)  +  aj/?/o  4-  ôzzoj  -+-  ^.'/(a-,)/^  -f-  /^2.2_^  ^2^  _  q^ 

S,  =  ?/[2c(a  +  *)  +  2a/jx]  —  c{Vjy  -h  y^{b  —  a)]  =  0, 
S.V  =  [2a3  H-  3o^^''  —  l>)][c[x  -+-  Xq]  +  a////o  +  ô^Sq^  +  2z{ahjl  +  /^^rg  +  c^)  =  0, 

S:;  ^  ZL2c(a  4-  6)  -H  2abx]  —  c[2az  -f-  z^'a  —  h)]  =  (), 
S«  =  [2c(a  -+-  /y)  -h  'iabx][c{x  -+•  Xo)  -+-  ayrjQ  -+-  hzzo  -i-  ^c{ah/l  -+-  h^zl  -\-  c^)  =  U. 
Dès  lors  Téqualion  de  la  sphère  S'  sera  de  la  forme 

mSi  +  nSa  -+-  pS,  +  784  H-  rSa  +  S«  =  0  ; 
écrivons  que  les  coeflicienls  de  x^,  j/^,  z-  sont  é.eaux  et  que  ceux  de  yz,  zx,  xy  sont  nuls,  nous  avons 

C  =   //?/„  =  qzo, 

m  +  h-nz^i  H-  o.^yy(>  =  0, 

7c  H-  /y/- -h  b'^Zn  =  0, 

c»  +  ap  -+-  a}yQ  =  0, 
d'où  nous  déduisons 

III  — {a-i/l  -+-  b-zl),  n  =  — ,  p  = [a-yl  +  c-), 

c  1 

L'équation  de  la  sphère  ï'  peut  alors  s'écrire 

'iah{x^  -+-  //'^  +  z^)  -+-  2;  a/yxo  -H  c(r/  +  ô)].r  +  n[a  +  ^)yo?/  +  '>(''{  -t-  h)z^^  +  ^         .  =  0. 

Les  coordonnées  de  son  centre  sont 

aôxo  +  c'\a  +  h)  iu[a  -i-  /y)  —  Zo"  -+-  ^'') 

2a /v  "'  -46  "  4a 

Le  lieu  de  ce  point  est  le  paraboloïde  qui  a  [)our  équation 

^a-b^bif  -+-  (rJ)  —  c{a  -4-  b)\2abx  -\-  c{a  -+-  b)]  =  0. 
3°   Le  milieu  du   segment   fornK'   par   les   centres  des   sphères    ï    el    1'    a  pour  coordonnées 

— —^—. — -'     0,  0;  sa  position  est  indépendante  de  celle  du  point  >L 

M.  V.  CARRUS, 

au  12"  réiilmenl  d"artillerie,  à  Alger. 
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Concours  généraux  de  mathématiques  spéciales. 

Miillii'iniiliiiiirs    P;uis  el   Dt''[»arttMntMils). 
I.  —  422.  —  Un  oon.sidère  i'ôqualion 

[ax'  H-  bx  +  c)  ^j  +  2  {Ix  -)-  pt)  L|  -f-  kif  =  0. 

1"  Les   constantes  réelles    o,  h,  c,  À,  fi    (''lanl   (l()nnt''os,  on  di'mandc  ilo    prouver  t|ue   l'on   |>eut   choisir  la 
l'onslanto  k  de  manière  que  IVciualion  précédente  soit  vérilloe  par  un  poUnonie     .7  =  /"(•'■)     de  degré  donné  u. 
2"  On  suppose  ensuite  que  le  trinoine 

<ix-  -+-  hx  -+-  c 

).X  -f-  IX  .... 

a  ses  racines     ti„,  a,  réelles  et  distinctes  et  (lue,  dans  la   déconiposilinn  de     — ^ r-^ en  tractions  sinq>le> 

'  '  '  or*  •+-  bx  4-  c 
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(liliiiio  par  ridoiitilô 

Xa;-f-(jt  a„  a, 

. :;:  -j , 

ax-  -f-  ox  -+-  c        X  —  o„       X  —  (Ji 

lt'>  cderiicionts  %o,  a,  sont  positifs  et  dillVrcnts  de  zéro. 

nt-inontrer  que.  dans  ces  conditions,  rét|iialion 

f  -'•)  =  0 
a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  «u  et  «i. 

On  examinera  si  cette  équation  peut  avoir  des  racines  multiples. 

II.  —  423.        On  donne  une  courbe  de   troisième  degré  Ci  définie  par  les  équations 

on  A  et  ,a  désignent  deux  variables  indépendantes  que,  pour  abréger,  nous  appellerons  les  coordonnées  du 
point  (I  de  la  courbe  Cm. 

i»  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  trois  points  ai,  a->,  a-^  de  la  courbe  (V;  pour  que  ces 
points  soient  en  li^rne  droite. 

2'  Trouver  la  relation  (|ui  doit  lier  les  coordonnées  de  si.\  points  «i,  a>,  a^,  a.;,  a„,  a^  de  cette  courbe  pour 
que  ces  points  soient  sur  une  conique. 

Déduire  de  là  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  par  trois  points  ai,  a^,  c.;  de  la  courbe  Ca,  on 
puisse  faire  passer  une  conique  d  touchant  C;,  aux  points  ai,  «2,  aj. 

Les  côtés  du  triangle  aia-^aj  coupent  C3  en  des  points  bt,  b,,  h.^  situés  sur  une  droite  D. 

Les  droites  qui  touchent  la  courbe  C:i  aux  points  ai,  a>,  a^  la  coupent  en  des  points  ci,  co,  c-,  situés  sur  une 

droite  A. 

La  droite  D  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques  C..  qui  lui  correspondent? 
La  droite  A  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques  Ci  qui  lui  correspondent  ? 

[22  mai,  de  S  li.  1/2  à  1  h.  Ij2.) 

Chimie  (Paris). 
1.  —  Ktudier  1»  l'acide  azotique, 
2°  l'acide  sulfurique, 
3"  l'acide  orthophosphorique, 
en  s'atlachant  surtout  à  établir  leurs  divers  modes  de  formation  synthétique  cà  partir  des  éléments,  leur  prépa- 
ration à  l'état  de  pureté,  leur  composition  et  leur  basicité. 

Il    _  424.  Une  dissolution  de  sulfite  neutre  de  sodium  est  partagée  en  deux  parties  égales. 

1°  Dans  l'une  d'elles,  additionnée  d'empois  d'amidon,  on  ajoute  un  volume  V  d'une  dissolution  titrée  d'iode 
jusqu'à  ce  que  la  liqueur  se  colore  en  bleu.  Un  sel  de  baryum  soluble  y  détermine  alors  la  formation  d'un  précipité 
dont  le  poids  est  de  ter,! 60. 

2°  L'autre  moitié  est  soumise  à  une  ébuUition  prolongée  avec  un  excès  de  soufre  en  fleur.  A  la  liqueur  filtrée 
et  chaude  encore,  on  ajoute  du  nitrate  d'argent  jusqu'à  cessation  de  précipité.  Ce  précipité  pèse  \«',2i.  Dans  la 
liqueur  filtrée,  un  sel  de  baryum  soluble  donne  un  précipité  dont  le  poids  est  de  1*5%  163. 

Déduire  de  ces  données  : 

\o  Le  poids  de  sulfite  neutre  contenu  dans  la  liqueur  primitive  ; 

2°  Le  poids  du  .sel  de  sodium  contenu  dans  la  liqueur  qui  a  été  soumise  à  1  ebuUition  avec  la  fleur  de  soufre  ; 

3"  La  formule  que  l'on  est  conduit  à  attribuer  à  ce  sel  lorsqu'on  connaît  la  formule  du  sulfite  ; 

4"  Le  volume  de  la  solution  titrée  d'iode  que  sa  dissolution  serait  capable  d'absorber. 
0=IG  S  =  32  Na  =  23  Ba=137  Ag^lOS. 

[20  mai,  de  8  li.  112  n  2  h.  112.) 

l*hilsi<jUo.  (Paris). 

I.  _  Mesure  d'une  quantité  de  chaleur. 

Il  _  425.  —  Un  prisme  est  placé  sur  la  plate-forme  d'un  goniomètre  de  Dabinel,  larèle  parallèle  à  l'axe  de 
rotation.  Dans  le  collimateur,  on  a  remplacé  la  fente  par  une  ouverture  circulaire  munie  de  deux  fils  reclan- 
Kulairt's  .\  et  15,  le  fil  A  étant  parallèle  à  larète  du  prisme.  L'ouverture  est  éclairée  par  une  source  monochro- 
matique. 

1°  Montrer  d'une  manière  générale  (|ue,  h-  tirage  du  collimateur  et  l'anu'le  d'incidence  étant  quelconques, 
.  btruii  «le-;  lils  ne  sera  vu  nettement  qu'avec  un  tirage  différent  de  la  lunette. 
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2°  Etant  donné  un  tirage  de  collimateur  et  l'angle  d'incidence  du  faisceau  qui  a  pour  sommet  la  croisée  des 
fils,  montrer  comment  devra  varier  le  tirage  de  la  lunette  pour  voir  nettement  A,  puis  B.  Discuter  comment 
variera  le  tirage  pour  le  fil  A,  de  l'incidence  rasante  à  l'émergence  rasante,  en  supposant  successivement  l'ou- 
verture en  avant  et  en  arrière  du  plan  focal  principal  du  collimateur. 

3°  Déduire  de  cette  discussion  un  ou  plusieurs  procédés  pour  placer  la  croisée  des  fils  exactement  dans  le 
plan  focal  du  collimateur. 

4°  (^e  dernier  réglage  étant  supposé  obtenu,  étudier  les  formes  successives  de  l'image  de  l'ouverture  circu- 
laire lorsque  l'incidence  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

On  traitera  comme  un  angle  infiniment  petit  le  diamètre  apparent  de  l'ouverture  vue  du  premier  point 
nodal  du  collimateur. 

{21  mai,  de  S  h.  l'i'  a  2  U.  112.) 

ÉCOLE  POLYTECILNIQUE 

Physifjuc  et  Chimie. 
Physique.  —  1.  —  Lunette  de  Galilée. 

11.  —  Détermination  du  poids  d'un  litre  d'air  à  0"  et  à  la  pression  de  'G'"".  (On  supposera  connue  la  détermi- 
nation du  poids  spécifique  des  gaz.) 

Chimie.  —  Indiquer  :  i"  les  difl'érences  qui  e.vistent  entre  le  chlore  et  l'azote,  et  entre  leurs  composés; 

2°  les  rapprochements  qu'on  peut  établir  entre  ces  corps. 

[28  mai,  de  7  U.  a  10  h.) 

Malhémaliquex. 

426.  —  On  donne  :  d'une  part  deux  droites  D  et  D'  ne  se  coupant  pas  ;  d'autre  part  deux  autres  droites  A 
et  A'  ne  se  coupant  pas.  On  considère  une  droite  variable  OA  passant  par  l'origine  0,  et  située  dans  le  plan  de 
coordonnées  xOy. 

1°  Former  l'équation  de  la  surface  du  deuxième  degré  S  qui  contient  D,  D',  et  0.\. 

2°  La  surface  S,  et  la  surface  analogue  S  qui  contient  A,  A'  et  OA,  se  coupent,  en  dehors  de  O.A,  suivant  une 
certaine  courbe.  Trouver  la  surface  lieu  géométrique  de  cette  courbe  lorsque  0.\  décrit  le  plan  .'Uy. 

3°  Déterminer  les  droites  situées  sur  cette  surface. 

4°  Étudier  complètement  cette  surface  dans  le  cas  particulier  où  les  quatre  droites  D,  D',  A  et  A'  sont  quatre 

génératrices  d'un  même  système  d'un  hyperboloïde  qui  passe  au  point  0  ;  et  montrer  que,  dans  ce  cas,  le  lieu 

comprend  un  plan  qui  demeure  invariable  lorsque  les  quatre  droites  décrivent  respectivement  des  plans  passant 

par  le  point  0. 

p^j.  15.  —  Ou  conservera  les  nolalious  iiiili(]uécs. 

{20  mai,  de  7  h.  a  11  h.) 

Calcul  lri(iouo})it'ti'ii/tii\ 

On  donne  dans  un  triangle  :  la  base     a  =  22.i70'",«3,     et  les  deux  angles    15  =r  7I"22'34",d  ;    C  =  39''5l'20",6. 

Calculer  A,  h,  c,  la  surface  S  et  la  hauteur  /i  correspondant  à  la  base  a. 

[29  mai.  de  I  /..   1.2  a  ni,. 

Ci-oiiii'lrit'  ilt'srrijilici'. 

427.  —  Iri  tore  à  axe  vertical  a  son  rentre  :  1"  à  140'"'"  du  bord  droit  de  la  feuille;  2"  à  ISO"""  du  bord 
inférieur  en  projection  horizontale,  et  à  310'""*  du  môme  bord  en  pntjeclion  verticale.  Le  cercle  méridien  à  28'"'° 
de  rayon,  et  son  centre  est  à  68"""  de  dislance  de  l'axe  du  tore. 

Une  sphère  de  24"""  de  rayon  touche  l'axe  du  tore  à  40'"'"  au-dessus  du  cenlr»'  de  celui-ci.  En  projection  hori- 
zontale le  centre  de  cette  sphère  est  sur  la  biss(>ctrice  th»  laiigle  de  deu\  droites  issues  du  centre  du  tore,  l'une 
de  front  dirigée  vers  la  gauche,  l'autre  de  bout  dirigée  vers  le  haut  de  la  feuille. 

A  cette  sphère  est  circonscrit  un  cône  don!  le  sonnnel  est  sur  l'axe  du  lore,  à  '.i3'»'»  au-dessus  du  centre  de 
celui-ci. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  [tartie  du  tore  supposé  plein  i|ui  est  intérieure  au  cAne.  — 
La  courbe  d'intersection  des  doux  surfaces  sera  en  traits  noirs  pleins  pour  les  parties  vu(>s.  en  points  noirs  ronds 
pour  les  parties  cachées. 

On  iiuli(|Uera  en  traits  rouges  la  construction  :    l'  d'un  point  quelconque  de  la  cotube  et   de  la  tangente  en 

ce  point;  2"  d'un  point  de  la  courl)e  choisi  sur  chacun  îles  contours  ap|K»renls  circulaires  du  tore  ;  3"  de  la  sphère, 

ainsi  (|ue  des  parties  du  tore  et  du  Ci'me  en  dehors  de  rinlerseclioii. 

(.70  mai,  de  7  h.  a   U  h. 


If'S  ÉCOLK    NAVAL!-: 


KGOLE   XORMAM-:    srrKUlKUHE 

Miillii''initli(iiii>s. 

428.  —  l  11  oorcio  (i)  cl  une  parabole  (Pj  sont  représenh'-s,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  les  deux 
i'(|U.iti(iii-< 

(C)     a;^  +  ij-  —  4a2  =  0,  (P)     //^  —  2ax  —  ia'^  =  0  ; 

d'un  point  A  pris  sur  l'axe  ()//,  on  int''no  les  tangentes  au  cercle,  dont  les  points  de  contact  sont  M  et  M',  et  les 
tangentes  à  la  parabole,  dont  les  points  de  contact  sont  N  et  N'. 

1"  Démontrer  que  ciiacune  des  droites  MN,  .MN',  M'N,  M'N'  passe  par  un  point  fixe  lorsque  le  point  A  décrit 
l'axe  0.1/. 

2»  Par  les  quatre  points  M,  M',  N,  N'  on  peut  faire  passer  une  conique  admettant  l'axe  des  y  pour  axe  de 
symétrie  ;  former  l'équation  de  celte  conique  (E). 

3"  Trouver  le  nombre  et  la  nature  des  coniques  (E)  qui  passent  par  un  point  donné  du  plan,  d'après  la 
position  de  ce  point  dans  le  plan. 

ri"'  Construire  la  courbe  décrite  par  les  points  de  contact  des  coniques  (K)  avec  les  tangentes  parallèles  à  la 
droite  qui  a  pour  équation  //  =^  x.  Distinguer  les  i»orlions  du  lieu  qui  conviennent  à  des  ellipses  de  celles  qui 
conviennent  à  des  hy|)erboles. 

(17  juin,  G  heures.) 
I^hysique. 

429.  —  Une  lentille  de  verre  est  limitée  d'un  côté  par  une  surface  sphérique  convexe  de  rayon    II  ;    la 

seconde  surface,  de  rayon  S,  passe  par  le  centre  de  la  première  ;  l'épaisseur  de  la  len- 
tille est  donc  égale  à  U. 

^^^^^^  '■  —  ^^"  déterminera  la  position  de  l'image  d'un  objet  quelconque  et  son  grossis- 
^^?^-j .        sèment. 

y^^///\  "  —  l'-i  lentille  étant  employée  comme  loupe,  on  examinera  s'il  est  possible  de 

v.^  ^  trouver  une  position  de  l'œil  telle  que  l'image  paraisse  achromatique. 

111.  —  On  déterminera  les  positions  et  grandeurs  de  toutes  les  images  d'un  môme 
objet  dues  aux  réfractions  et  réflexions  simples  ou  multiples  dans  cette  lentille. 

430.  —  In  calorimètre  à  glace  contient  de  l'alcool  dont  on  provoque  l'évaporation  par  le  passage  d'un 
courant  d'air  pris  à  0".  On  demande  quelle  quantité  d'air  il  faut  faire  passer  à  travers  l'alcool  pour  en  évaporer 
1  gramme  ;  et  quel  poids  de  glace  est  formé  par  cette  évaporation. 

Chaleur  de  fusion  de  la  glace 80<' 

Chaleur  de  vaporisation  de  l'alcool  à  0^ 236" 

Tension  de  vapeur  de  l'alcool  à  0" 12'"", 7  de  mercure. 

Densité  de  vapeur  de  l'alcool 1 ,59 

Hu'arriverait-il  si  le  courant  d'air  était  chaud? 


(18  juin.  0  heures.) 


♦ r- 
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ÉCOLE    iNAYALE    (Concours    de    189:3.) 


Géométrie  analytique. 

421. -r  Ox  el  Oj/  éluut  di'ux  axes  rectftiiijulnires,  A  cl  H  di'ii.r  poiuts  pris  rcxpeclivemfnl  sur  ces 
firrji,  M  <U  N  les  milieux  respectifs  de  OA  et  13A,  ou  considère  : 

i°  L'Iiijperbole  ér/uilatère  de  centre  M  tanrjrnte  en  0  à  l'axe  des  ;/  ; 

2*  Llii/perhole  l'quilatère  de  centre  N  tangente  en  B  à  l'axe  des  y. 

Construire  les  asymptotes  de  ces  hyperboles  :  elles  se  coujiml  deux  à  deux  en  i/ualrr  jxiinfs  (pii  sonl  Ifs 
centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  AMN. 
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im 


Les  points  d'intersection  de  ces  hijperholes,  autres  que  le  point  A,  sont  à  l'intersection  de  la  circonfé- 
rence circonscrite  au  triangle  OAB  et  de  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  N. 

Lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  hyperboles  ;  lieu  des  points  de  rencontre  des  asymptotes,  lorsque  A 
et  B  se  déplaçant  respectivement  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  y,  la  longueur  AB  reste  constante. 

Pour  les  notations,  on  posera     OA  =  2a,     OB  =  2b,     AB  =  2/. 

I.  Construction  des  asymptotes  des  hyperboles  données.  —  Noqs  appelons  H  l'hyperbole  de  centre  M 
et  ir  celle  qui  a  N  pour  centre.  Toutes  deux  passent  au  point  A,  sj'mélrique  par  rapport  à  M  et  N  des 
points  0  et  B,  qui  appartiennent  d'après  l'énoncé  à  l'une  ou  à  l'autre.  De  plus  toutes  deux  ont  pour 
tangente  en  A  la  parallèle  AG  à  Oy,  puisque  les  tangentes  en  deux  points  diamétralement  opposés 
d'une  conique  sont  parallèles. 

Le  diamètre  OA  de  l'hyperbole  H  étant  perpendiculaire  aux  tangentes  Oy  et  AC,  est  l'axe  trans- 
verse de  cette  hyperbole  ; 
l'axe  non  Iransverse  est  la 
parallèle  M.\  à  Oj/.  Il  en  ré- 
sulte que  les  asymptotes  sont 
les  bissectrices  intérieure  et 
extérieure  de  l'aniîle  M  du 
triangle  AMN.  Leurs  équa- 
tions sont 

y  —  x-^n  =  0    et    y-\-x~-  rt  =  0. 

Le  diamètre  MNi/'  de  l'hy- 
perbole H'  étant  parallèle  à 
la  tangente  en  B  est  conjugué 
du  diamètre  \U.  11  on  résulte 
que  les  asymptotes  de  l'hy- 
perbole H'  sont  les  bissec- 
trices intérieure  et  extérieure 
de  l'angle  N  du  triangle  ANM. 
On  peut  encore  construire 
ces  asymptotes  en  remarquant 
qu'elles  forment  avec  la  tan- 
gente CAC  à  rhyperb»tle  11 
un  triangle  rectangle  dont  le 
dcMni-dianiètrc  NA  est  la  mé- 
diane ;  il  suflil  donc  de  ra- 
battre la  longueur    AN    en    AC    et  en    AC'    pour  avoir  un  i)oinl  ilo  chaqui»  asymptote. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  les  points  de  rencontre  des  asymptotes  des  deux  iiyperboles  sont 
les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  AMN.  Ces  centres  sont  imliiiués  sur  la  ligure 
en  I,  V,  l"  et  I'". 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  H'  sont  représentées  par  les  étiualions 

bx  -\-  ay  —  2rt/>  _ 

ou,  en  séparant  ces  équations  et  remarquant  que  le  radical  est  égal  à  /, 

hx  -+-  ay  —  'iab  —  l{x  —  a)  =  0  et  b.v  -+-  <iy  —  iLnb  -f-  l{x  —  n)  =  0. 


IL  Poi)its  (le  roicontre  des  hyperboles  considérées.  —  Ou  a  vu  que  les  di>ux  liyptM'btdes  sont  tangentes 
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•Ml  A  :  (>llcs  m'  peuvent  donc  pas  avoir  plus  de  deux  points  communs  (.ulre  le  point  A.  Pour  les  Ironvcr, 
elierclituis  les  i'^(iuatii)ns  de  ci^s  d(Mix  courbes.  Celle  de  l'hyperbole  II  est  (■•vidommenl 

{x  —  a)'-  —  y-  —  rt"  =  0 
ou  bien 

[Il  y-  —  y-  —  'inx  —  0. 

Le  faisceau  des  asymptotes  de  Thypcrbole  H'  est  représenté  par 

m,r  _  af  —  {/jx  4-  ay  —  "labf  =  0  ; 

par  suite  cette  liyperbolc  a  pour  éiiuation 

l-{x  —  a]^  —  [hx  4-  (ly  —  2'///)-  =  /.•, 

piiiiivu  ipii"  la  CDUsIanle  /.•  soil  (li'Ieiininée  de  telle  façon  que  la  courbe  passe  au  pniiil  A  ;  il  suflil  pour 
cela  (pu'  Ton  ait     /-//-'  —  /:.     l/équation  de    11'   est  doue 

/'-./•-  —  -Inl^x  —  {hx  -+-  ay  —  "Inhy  =  0. 

Kn  remplaçant   /-'  par     n- -\- h-     et  simplifiant,  on  obtient 

[2]  x-^  —  -2  —  x;i  —  y-  —^(n ^  ).r  +  ihy  —  \f/^  =  0. 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

X-  —  7/-  —  2flj:'  —  2  —  {xy  —  hx  —  2a?/  +  2(ih\  —  0,     • 
c'est-à-dire 

a,-2_  y-2  _  2aa^  _  2  -i  (x  —  ^a){y  —  h)  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  l'hyperbole  H'  passe  par  les  points  d'intersection  de  l'hyperbole  II  et 
des  droites  qui  ont  pour  équations 

X  —  2a  =  0  et  //  —  h  =  {). 

La  première  est  la  tangente  commune  CC;  la  seconde»  (»st  la  parallèle  PP'  menée  par  N  ;i  l'axe  des  x. 
Je  dis  que  cette  parallèle  rencontre  H  et  par  suite  H'  sur  la  circonférence  qui  passe  par  l'origine  et  qui 
a  N  pour  centre.  En  ell'et,  l'équation  de  cette  circonférence  est 

X-  -h  y-  —  2a.x  —  "ihy  =  0. 
Or,  on  a  identiquement 

x^  —  //-  —  2nx  ^  X-  -\-  y-  —  2ar  —  2hy  —  2!/(7  —  h). 

(Jn  voit  que  Ihyperbole  II  passe  par  les  points  d'intersection  du  cercle  avec  l'axe  des  x  et  avec  la 
droite  PP';  nous  désignons  ces  derniers  par  P  et  I".  D'après  ce  qui  précède  ce  sont  les  points  communs, 
autres  que  A,  aux  deux  hyperboles  H  et  H'. 

Ce  fait  peut  encore  être  établi  géométriquement  en  s'ap[iuyant  sur  le  théorème  connu  d'après 
lequel  inv  hyjjrrholr  et  srs  asymptotrs  inlerceplent  sur  une  sêcanlc  (juclconf/uc  di's  Innymnirs  respective- 
ment érjales.  Traçons  AP  ;  cette  droite,  évidemment  bissectrice  de  l'angle  BAO,  passe  par  les  points  I 
et  1'"  précédemment  définis  ;  or  le  triangle  rectangle  LNI'"  est  isocèle  :  car  l'angle  NU'",  extérieur  au 
triangle  AIN,  vaut  45".  11  en  résulte  que  les  triangles  NAI,  NPI'",  qui  ont  déjà  leurs  angles  en  A  et  P 
égaux,  sont  équiangles,  et  comme  ils  ont  un  côté  égal,  ils  sont  égaux  ;  par  suite  AI  =  TP.  Les  deux 
hyperboles  cpii  passent  en  A  et  dont  les  asymptotes  passent  en  I  et  I'"  ont  donc  aussi  en  commun  le 
point  P.  Enfin  l'hyperbole  H  passe  en  P'  syméliifjue  de  I*  par  rapport  à  l'axe  non  transve-rse,  et 
l'hyperbole  H'  y  passe  aussi  puisque  ce  point  est  dianiélraieiiienl  ojiposè  à  1*. 

III.  Limi  flrs  pilints  de  ri'nr()ntre  d<'  ers  hii/irr/inh-s  lorsipw  les  points  A  l'I  M  v  di'placent  respertice- 
menl  s}tr  l'n.rr  di's  x  rt  sur  l'axe  des  y,   la  longueur  AB  restant  conslanlr. 

II  nous  suffit,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  de  chercher  le   lieu  des  points  de  i-enconlre  de  la 
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droite  PP'  et  de  la  circonférence  de  centre  N  et  de  rayon  NO.  Nous  aurons  ce  lieu  en  éliminant  a  et  b 

entre  les  trois  équations 

a^  +  7/^  —  'iax  —  Ihy  =  0, 

y  =  h  et  n--{-/j^  =  IK 

La  valeur  de  a,  tirée  de  la  première  en  tenant  compte  de  la  deuxième,  est 

1x     ' 
en  remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  on  trouve 

{x'^  —  y^Y-\-  ix-y''^  =  4/'-.i--, 

ou  bien  (x-  -+•  y-)-  —  4/'^a:^  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en 

x^  +  y-  —  2/.r  =  0  et  x^  +  y^  4-  2lx  =  0. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  deux  cercles  de  rayons  égaux  à  /  et  dont  les  centres  sont  les 
points  D  et  D'  situés  sur  Ox  à  des  distances  de  l'origine  0  égales  à  /.  Ce  résultat  est  facile  à  trouver 
géométriquement  :  car  ODPN,  OD'P'N  sont  évidemment  des  losanges  qui  se  déforment  quand  la  droite 
AB  se  déplace,  mais  de  telle  façon  que  leurs  côtés  restent  égaux  à  la  moitié  de  cette  droite,  c'est-à-dire 
à  /. 

Les  cercles  qu'on  vient  de  trouver  répondent  tout  entiers  à  la  question  :  car  à  chaque  point  a-,  y 
pris  sur  l'un  d'eux  correspond  pour  a  et  6  un  système  de  valeurs  acceptables  ;  ces  valeurs  sont 

a  =  — - — '—       et         b  =  y. 
^x  ^ 

Lieu  des  points  de  rencontre  des  asymptotes.  —  Désignons  soit  par  t  soit  par  -J  les  nombres  -h  1  et 
—  1  ;     les  asymptotes  des  hyperboles  H  et  H'  sont  alors  représentées  par 

[3]  ty  +  ,x  —  a  =  0  et  bx  -^  ay  —  ^2nb  —  i'l{x  -  a)  =  0. 

Nous  aurons  l'équation  du  lieu  de  l(>urs  points  de  rencontre  en  liranl  de  ces  équations  les  valeurs 
de  fi  et  de  b  et  les  portant  dans  la  relation    a-  -+-  b-  =  /-.     La  première  donne 

a  =  X  -i-  ty\ 

la  seconde  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  première, 

b  {-2n  —  x)  =  ny  4-  s^'///, 
ou 

b{x  -H  2£î/)  =  y{x  -+-  ty  -+-  it'l). 

Le  résultat  do  réliminalion  est  l'équation 

,       [i|  I  (.r  -+-  ti/Y  —  l'](x  ■+- 2ev)'  +  (•'•  -{- ^'/  +  s^'/V^»/2  _  0. 

Le  lieu  se  compose  de  toutes  les  lignes  dont  on  obtient  les  tMiualioiis  vn  domiant  dans  i  à  £  et  ;i 
■J  soit  la  valeur  -f- 1  soit  la  valeur  — i.  Nous  pouvons  constater  (jue  le  changement  <le  signe  de  • 
a  pour  ellct  de  remplacer  dans  le  résultat  /  par  — /  ;  si  apiès  avoir  attribué  à  £  la  valeur  •-  I  on 
lui  donne  la  valeur  —  I,  /se  trouve  dans  le  n'sullat  remplacé  par  — /  et  en  outi'c  //  par  — //.  Pour 
achever  les  calculs,  nous  considéi-erons  seulement  l'équation 

[5]  [{x -h  yY  —  l*\{x -h  2i/ V-î  H- (x -+-  ?/  H-  /)*;/'  =  0, 

(lu'oM  lrouv(>  en  faisant  dans  [4]     t  —  z'  =:  -\-  [ ,     cl  dans   tous  les  résultats  td)tcnus  nt)ns    feions  b^s 
changements  ipi'on  vient  d'indiciucr. 

Le   pi'cmicr  nuMobrc  de  riMinalion  ;5i   est  divisible   par     X'hy-\~l-     l*ar  conséquent   les  (juatre 
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T  +  y  -h  /  =  0, 

X  -h  V  —  /  -^  0 

x  —  y+l  =  0, 

X  —  y  —  1  =  {), 

droites  ro|tiL'Si'iilt'os  par 


font  partio  du  lieu  dos  points  communs  aux  asymplotos  d(^s  hyperboles;  il  est  aisé  do  voir  (ju'on  les 
<d)lionl  on  attrihuaiil  à  la  variable  //  la  valeur  zéro  d'oii  résultent  pour  a  les  valeurs  -+- /  et  — /;  les 
liy[>erbolos  se  confondent  (piand  on  t'ait  ces  hypothèses. 

1. 'équation    .■Idébanasst'o  du  facteur    x  4- ?/ H- /     se  réduit  à 

{x  +  »/  —  /) (  a-  +  2//)^  +  (x  4-  //  +  /)  y-  =  0 
ou  bien  (a-  +  y) [(.r  +  2,7)-  +  //»]  —  l{x-h 3y) (a:  +  //)  =  0. 

Nous  trouvons  donc  la  solution  .r  -\-  y  —  0,  à  laquelle  il  faut  joindre  x  —  y  =  0.  Ces  solutions 
doivent  être  rejetées  :  car  on  ne  peut  obtenir  un  point  sur  Tune  de  ces  droites  qu'en  donnant  à  a  la 
valeur  ztM'o  ;  or  pour  cotte  valeur  la  première  équation  [3]  se  réduit  bien  à  ^y  +  ^  =  0;  mais  la 
seconde,  qui  représente  le  lieu  des  points  également  éloignés  de  deux  droites  confondues,  est  indé- 
terminée ;  elle  ne  représente  plus  les  asymptotes  de  l'hyperbole  II'  qui  sont  en  ce  cas  parallèles  à 
celles  de  H. 

Nous  obtenons,  après  la  suppression  de  cette  solution  étrangère,  l'ellipse  réelle  représentée  par 
léquation 

T)l  {x  +  2?/)'^  +  j/2  —  /(x  4-  3»/)  =  0. 

Nous  devons  y  joindre  les  trois  ellipses  qui  ont  pour  équations 

{x  —  2y)--ty-  —  l{x  —  Sy)  =  i), 
(a;-i-2y)^4-,7'-'-+-/(a^4-3î/)  =  0, 
{x  —  2y)2  +  y''  +  /(a:  —  3y)  =:  0. 

Elles  sont  symétriques  de  la  première  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  et  par  rapport  à 
l'origine.  Tous  leurs  points  répondent  à  la  question,  car  à  chacun  d'eux  correspond  pour  a  et  i  un 
système  de  valeurs  acceptables  donné  par  les  équations  [3]. 

L'ellipse  [6]  a  pour  tangente  à  l'origine  la  droite  x  +  37  =  0;  elle  rencontre  l'axe  des  x  en  un 
second  point  et  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite    x-hy —  /  =  0     trouvée  plus  haut.  Son  contre  a 

pour  coordonnées    x  —  —  —      et     y  =  —]    l'équation  [61  ordonnée  devient 

X-  4-  4.rj/  4-  5»/'-  —  /  (i-  4-  3//)  =  0  ; 
la  formule  connue     tg  2a  =  — "^ donne  ici     tg  2a  =  —  1     et  montre  que  les  axes  do  l'ellipse  sont 

parallèles  aux  bissectrices  des  angles  que  forme  avec  l'axe  des  x  la  seconde  bissectrice  des  angles  des 
axos  de  coordonnées.  Pour  avoir  leurs  longueurs  nous  rapportons  la  conicjue  à  ses  axes  et  nous  prenons 

l)our  axe  des  x'  la  droite  qui  fait  avec  Oj  l'angle  —  — • 

o 

En  transportant  l'origine  au  centre,  l'équation  devient 

x"-  4-  ^xy  4-  r>î/-  —  —  =  0. 
i/appliealion  des  formules  eomiues 

1 


A'  -=  —  [  A  +  C  -  AH-  -H  (A  -  C)'-=J, 
C  =  -^  [A  4-  C  4-  v/4B»4-(A-C)«] 
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donne  ici 

A'  =  3  —  2/^=  [^—iY, 

a  =  3  +  2v/ï=  (v/-2  +  i)-. 
Rapportée  aux  axes  indiqués,  l'ellipse  a  pour  équation 


ou  bien 


(v/i"-l)V'^+(v/2  +  l)^y"^--^=:0, 


1  =0. 


lis/i-^ir    i.y±-i] 


2  2 

On  voit  que  la  longueur  du  demi-grand  axe  est  — ^^ — — —   et  celle  du  demi-petit  axe  est 


ces  longueurs  sont  faciles  à  construire. 

Remarque.  —  En  substituant  aux  asymptotes  des  droites  passant  par  leurs  points  d'intcrsccliun 
et  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  on  ne  trouve  plus  les  droites  mais  seulement  les  ellipses  faisant 
partie  du  lieu  demandé.  Calculons  par  exemple  les  coordonnées  des  points  I,  I',  I"  et  I'"  de  la  première 
ligure.  Des  propriétés  géométriques  connues  nous  donnent  sans  difficulté 

/  X  =■  a-\-  Y,  (  X  ^^  a  —  »/,  (  x  =^  a-^y,  i  x  =  a  —  7/, 

I  a-^h  —  l  l'  —a-^h  —  J  r  a-hb-^l,  1'"  —a  +  h^l 

(  •'  2  {  ''  2  (  "^  2  {  •■'  2 

Quand  la  portion  de  droite  AB  passe  de  Tun  des  angles  formés  par  les  axes  de  coordonnées  dans 
un  autre,  ces  coordonnées  s'échangent  l'une  en  l'autre;  par  exemple  si  la  droite  est  dans  l'angle  x'Oi/, 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  AMN  sont  colles  du  point  1  du  talil(\iii 
précédent. 

Tirons  les  valeurs  de  a  et  h  do  l'un  quelconque  des  quatre  systèmes  qui  précèdent;  nous  aurons. 

i  et  i  désignant  +1  ou  —  1 , 

a  —  X  -i-  zy  ;  ù  =  3;/  -\-  sx  -+-  l'I. 

Le  lieu  des  points  1,  1',  1"  et  1"'  est  donc  représenté  par 

{x  4-  £!/)■'  -H  m  -\-  IX  -h  l'iy  —  I-  =r  0. 
ou  bien 

x-  4-  4îj//  +  5»/-  +  s.'l{t.r  -+-  3ij)  —  0. 

En  doimant  à  £  et  k  -.'  soit  la  valeur  -t-1,  soit  la  valeur  — i,  on  retrouve  les  (jualro  ollipsos 
précédemment  obtenues.  i;.  1). 
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402.  —  On  donne  un  cercle  fixe  el  un  iliamèlre  AH  île  ce  ceicle  ;  d'un  point  mohile  sur  le  cercle  .M, 
et  pris  pour  centre,  on  décrit  un  cercle  tnnijent  nu  dinmèlre  .\B  en  1».  ())i  mihh'  1rs  droites  MA  et  Mli 
nui  coupent  le  cercle  mobile  en    (",    et    i).     Troucer  Ir  liru  du  point  d''  lenconire  dr  lu  droite    CD    ucr    MI*. 

Prenons  pour  axes  AB  et  le  diann-lro  iioipoiuliculaii-o.  Si  Ton  dosigno  [«ar  U  lo  raxon  du  oorcl<' 
donné  et  par  a,   p  les  coordonnées  du  [xiinl    M,  on  a  la  rolation 
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(1)  OL^-h^'  —  IV   =  0, 

et  ré(iuati(iM  du  cerclo  de  ciMitro   M    est 

x-  -\-  7^  —  !2ax  —  23/y  +  a-  =  0. 

D'autre  part  l'iMiscinblt'  des  droites  MA  et  MB  est  reim'seiité 
l>ai'  r('(|uati()n 

,,V(a-U)-p(a--Il)][?/(a  +  ll)-p(.r  +  U)]  =  0 
B       a;         ou 

ou  encore 

pV  —  <ixpxij  -+-  (a^  —  IV),/  -i-  m'^y  -  fl{-  =  0  ; 

et  comme     a-  —  R^  =  —  p-,     celte  équation  peut  encore  s'é6rire 
pj.i  —  2ax//  —  ^>/  +  Hmj  —  '^\V-  =  {). 
L'fiiuatiou  générale  des  coniques  circonscrites  au  carré  CDC'D'  est  alors 

^x'  —  2aa-Y  -  ?>f  H-  m'y  -  ?AV  -h  Xx-  +  y'  -  2ai'  —  2,3,7  +  a^)  =  0  ; 

les  valrurs  de  À  relatives  aux  coui)les  de  sécantes  parallèles  CD,  CD'  et  CD',  CD  s'obtiendront  simple- 
nuMit  en  écrivant  (jue  l'éiiuatiou  précédente  représente  une  conique  du  genre  parabole,  ce  qui  donne 

À^  _  1^'  =  0. 
Prenons  la  valeur    À  =  —  U  ;     ou  a  le  couple 

(2)  'px'  —  ±MX]i  -  iy2  _,_  2R2y  _  ^K^  —  R(x-^  +  y'  —  2xx-  —  2^//  +  a^)  =  0. 

La  droite    MP   a  pour  é(pudiou 

(3)  x—oL  =  Q; 

on  aura  Téqualion  du  lieu  en  éliminant    a    et   ^^   entre  les  étiuations  (1),  (2)  et  (3).  On  obtient  sans 
dillicullé 

(4)  (a:'-  -  R^){x''  -  ?y-  +  2U,v  -  R^)^  +  ?/-(2.r-  +  R//  —  i>n^f  =  0, 

équation  qui  représente  une  courbe  du  sixième  degré  symétrique  par  rai)port  à  O7. 

En  prenant  la  valeur  X  =  +  R,  on  aurait  la  courbe  symétrique  de  celle-là  par  rapport  ;ï  Ux;  il 
sera  donc  sullisant  de  construire  la  courbe  représentée  par  Téquation  (4). 

Posons     j:  =  R  cos  '^  ;     y  est  déterminé  par  réqualion 

-  sin^  'My-  —  2K7  -^  R-  sin-  of  4-  ?/-(//  —  2R  sin^  of  =  0, 
ou 

(5)  //(?/  — 2Rsin'^o)  =  ±  sin  v(72  —  2R.7  +  R^sin2<f); 

si  Ton  prend  le  signe   — ,    on  a 

y^ii  -+-  sin  o)  —  2R?/  sin  o(l  -t-  sin  o)  +  R'  sin'  0  =  0, 

d'où  l'tju  lire  V  =  R  sm  o  ±  ':=• 

•^  '        v/1  ■+-  sin  o 

Kn  prenant  le  signe  H-  devant  le  second  membre  de  la  relation  (5),  on  obtient  une  deuxième 
série  de  valeurs  de  7  qui  se  déduit  de  la  première  en  changeant  le  signe  de  sin  o  ou  celui  de  to  ;  mais 
ce  dernier  changement  n'altère  pas  la  valeur  de  .r,  R  cos  o  ;  par  conséquent  il  sullira  de  considérer 
l'uiu'  des  séries  de  valeurs  dt;  7  et  d  y  l'aire  \arier  o  dans  iiii  intervalle  ([uelroïKpie  de  2-.  Nous  étu- 
dierons le  système 

[   a;  =  R  Cos  o, 

(6)  !  .      ■        ^     li  sin  ° 

(   •'  '        v/1  -i-  sin  ':> 
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Il  cos  Cf.    et    R  siri  o    sont  les  coordonnées  d'un  point  M  du  cercle  de  diamètre  AB,    o   désignant 

l'angle   (Ox,    OM).   Les  formules  (6)  font  correspondre  à  chaque  point  M  deux  points  du  lieu  qu'on 

obtient  en  portant  de  part  et  d'autre  de    M   sur  une  parallèle  à   Oy  des  longueurs  égales  à  la  valeur 

R  sin  o 
absolue  de  '=;    cette  remarque  permet  de  construire  aisément  la  courbe. 

v/1  +  sin  o 

En  changeant  cp  en     ti  —  o,     ?y   ne  change  pas  et  x  change  de  signe  ;  la  courbe  est  donc  symé- 
tricfue  i)ar  rapport  à  Oy,  ce  que  l'on  savait  déjà  ;  il  suffira  de  faire  varier  '^  de     — —    à     H et  de 

prendre  le  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport  à  Ui/. 

On  a 

dx  . 

-j-  =  —  R  sm  'i, 


dç> 
:;^  =  R  cos  o  ± 


R  cos  cp(2  -j-sin  o) 

2(1  +sin'f)- 


le  coeflicient  angulaire  en  chaque  point  de  la  courbe  est  égal  au  quotient  de  ces  deux  dérivées. 

A  chaque  valeur  de  o  correspondent  deu\  points  de  la 
courbe  ;  pour  o  =  0  les  deux  points  sont  confondus  avec  le 
point  R.  Pour  avoir  les  tangentes  aux  deux  branches  de  courbe 

correspondantes,  calculons  les  dérivées  ;    —j—    est  nulle,  lune 

des   valeurs   de    -r-   (celle   qui   correspond   au  signe    4-)     est 
do 

différente  de  zéro,  la  tangente  correspondante  est  parallèle  à  O'/. 

dij 
L'autre  valeur  de    -—-    est  nulle,  on  en  conclut  qu'il  y  a 

rebroussement,   et  pour  avoir  la   tangente  il   faut   chercher  la 

limite  du  rapport 

cos  0(2  -+-  sin  i) 


cos  z.  — 


2(1  +  sin  ^y 


pour     o  =^  0. 

Ce  rapport  peut  s'écrire 


cos  o 


2(1  -4-sino)-  —  2  —  sin 


(1  -+-  sin  (s)^        —  2  sin  o(l  4-  sin  of 

le  [«remicr  fadeur  a  pour  limile  1  ;  pour  calculer   la  limile  du 
n 
deuxième  je  développe     (1  h    sin  o)-     [tar  la  hunnile  du  binôme,  et  en  divisant  haut  el  bas  par   sin  =. 
on  voit  <pu3  la  limite  est     —  1. 

E.  IM'KiORlEU,  répétil.Mir  au  c<dlège  de  Cette. 


Oui  rcSiilu  (cllo  iincslioii  :  M.M.  K.-N.    IUiusikn;  A.   I.M'ui:Arx,  lycée  do  llosaut,'oii. 


no  iui;i.i(Kii{.\i'iiiK 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


431.  —  La  tangente  au  point  M  d'une  parabole  rencontre  la  tangente  au  sommet  en  un  point  N.  On  joint  le 
sonunet  0  au  point  M,  on  mène  par  N  une  parallt'le  à  O.M  et  par  O  une  parallèle  à  M.N  ;  ces  deux  droites  se 
rencontront  on  un  |)()int  M'.   Kn  supposant  (|ue  le  point  M  décrive  la  parabole,  on  demande  : 

1     L'enveloppe  de  M.N  ; 

2°  Le  lieu  du  point  M'  ; 

3»  L'enveloppe  de  la  droite  MM'  ; 

4>^  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OM.N. 

(.lames  Hais,  répétiteur  au  lycée  d'Orléans.) 

432.  —  liie  Cdiiiiiue  à  centre  tourne  autour  de  son  centre.  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  lixe 
et  le  lieu  du  pôle  d'une  droite  lixe  jtar  ra[)port  à  cette  conique. 

James  Hais.) 
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Essai  d'une  théorie  élémentaire  des  surfaces  du  troisième  ordre,  par  F.  DUMONT,  professeur  au  lycée  d'Annecy, 
deux  brochures  in-8".  Annecy,  imp.  Dépollier,  189i. 

Le  moment  est  bien  choisi  pour  parler  des  surfaces  du  troisième  ordre  :  l'énonce  du  iirol)lcmc  posé  aux  examens  écrits 
de  rKcolc  Polytechnique  dcmaiulc,  en  effet,  aux  candidats  de  déterminer  une  surface  cui)ique  donnée  par  l'un  des  modes  de 
^.'l'-néralioii  de  la  surface  ^'énéiale  du  troisièuH!  degré,  et  de  trouver  les  vingt-sept  droites  de  cette  surface  ;  il  se  termine  i)ar 
l'indication  dun  cas  dans  lequel  cette  surface;  se  décompose  en  une  (luadriejue  et  un  plan. 

.V  l'épocpie  où  ces  quekpies  lignes  paraîtront,  le  bruit  qui  s'est  fait  autour  de  cette  question  sera  apaisé  ;  j'espère  cepen- 
dant (jue  nos  lecteurs  s'en  souviendiont  assez  pour  (pic  leur  curiosité  soit  excitée  et  qu'ils  trouvent  là  lui  stinudant  à  exa- 
miner les  deux  brochures  (jue  je  signale  aujourd'iuii  à  leur  attention.  Je  proûle  donc  de  cette  occasion  pour  m'acquitter 
•l'un  devoir  longtemps  différé,  bien  malgré  moi  cependant. 

Dans  la  première  brochure,  le  chapitre  |)remier  est  consacré  à  l'étude  des  vingt-sept  droites  de  la  surface  cubique  géné- 
rale ;  l'auteur  en  fait  le  point  de  départ  de  sa  théorie  ;  il  montre  comment  on  peut  grouper  ces  droites  en  doubles,  triples, 
quadruples,  quintuples  et  sextuples  et  quels  sont  les  polygones  simples  que  l'on  peut  former  avec  elles.  La  méthode  qu'il 
emploie  est  très  simple,  très  facile  h  appli(iuer  et  même  à  modifier,  de  sorte  que  le  lecteur  peut  ainsi  reprendre  seul,  avec 
de  légers  changements,  toute  cette  étude  minutieuse.  M.  Dumont  expose  ensuite  les  principaux  modes  de  génération  de  la 
surface  cubique  générale,  en  particulier  (th.  8),  un  mode  de  génération  par  points  indiqué  par  Schroclter  et  auquel  se 
ramène  identiquement  la  génération  de  la  surface  cubique  qui  fait  la  base  de  la  question  posée  aux  examens  écrits  de  l'Kcole 
Polytechnique. 

Le  troisième  chapitre  est  consacré  aux  surfaces  particulières  du  troisième  degré  :  surfaces  réglées,  surfaces  à  points 
doubles,  surfaces  anallagmatiques.  L'auteur  étudie  très  simplement  la  surface  réglée  la  plus  générale,  sans  s'occuper  d'un  cas 
exceptiormel,  dont  il  parlera  dans  sa  seconde  brochure,  où  la  surface  a  un  élément  de  surface  développable  le  long  de  la 
ligne  douille.  Enfin  le  chapitre  IV,  cpii  est  le  dernier  de  la  première  brochure,  renferme  des  généralités  sur  la  théorie  des 
pôles  et  polaires  dans  les  surfaces  cubicpies,  d'où  l'auteur  s'élève  jusqu'à  la  démonstration  du  théorème  de  Sylvester  sur  les 
points  doubles  de  la  hessiennc. 

Dans  ce  premier  essai,  M.  Dumont  fait  preuve  d'un  véritable  esprit  géométrique  ;  les  démonstrations  sont  bien  en- 
chainées  et  présentées  simplinient  ;  et,  ce  n'est  pas  \\n  mince  éloge  à  faire  à  l'auteur,  que  de  dire  (pi'il  peut  être  lu,  sans 
beaucoup  de  peine,  par  les  bons  élèves  di;  malhémati(pies  spéciales.  La  b-cture  de  cet  opuscule,  même  si  la  mémoire  ne 
gardait  pas  les  faits  nombreux  (|ui  y  sont  renfermés,  dévelopjx'ra  en  eux  l'esprit  géométri(|UC,  si  négligé  encore  dans  l'en- 
seignement. 

La  seconde  hrochure  présente  les  cpialités  de  la  preuiirre.  L'autriir  \  n'\ienl  sur  la  tlié<irie  des  pôles  et  polaires  qu'il 
pousse  a.ssez  loin  ;  a{irt'S  (pioi,  il  s'occiqie  du  iirohlème  de  la  reiirésentalion  des  suit'aces  c  iibicpies  sur  le  plan,  des  divers 
cas  que  peuvent  présenter  les  intersections  d'une  suiface  cubi(pie  par  un  plan,  uiu;  (juadrique  ou  ime  autre  surface  cubi(pie  ; 
il  aborde  enfin,  iiour  terminer,  le  rlifficile  iiroldème  de  la  ilassilication  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

E.  II. 


Le  liédacleur-Gérniil  :  IL  VUIBEIlT. 
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PREMIERE  PARTIE 


SUR  LES  FONCTIONS  SYMÉTRIOUES 

pur  M.  Jules  Tannery, 

Directeur  des  études  scientifiques  à  rKcole  Normale  Supérieure. 


L'expression  «  fonction  symétrique  des  racines  dune  équation  »,  qui  est  passée  dans  le  langage 
courant,  prête  à  quelque  confusion.  Boi^nons-nous  aux  fonctions  symétriques  entières  des  racines  d'une 
équation  du  troisième  degré 

(1)  f{x)  =  0, 

et  di'sigiions  ces  racines  par  a,  h,  c.  Devra-l-on  regarder  comme  unclonction  symétri([U('  de  ers  racines 
un  polynôme  «s (a,  !i,  y),  entier  en  a,  p,  Yi  ^l'^i  conserve  la  mi-me  valcui'  nuiiK-riqur  (|uan(l  on  rem- 
place les  variables  a,  ^,  y  par  les  nombres  a,  />,  c  rangés  dans  un  ordre  (pielc<m(iue  ?  Si  on  le  fait,  les 
raisonnements  (|ue  l'on  emploie  d'iiabitnde  pour  démontrer  que  la  valeur  de  ce  polynôme  s'exprime 
rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  (1)  peuvent  «'"ire  en  défaut.  Si,  par  exemple 

l'équation  (1)  est  de  la  forme 

x^  -\-  px  4-  y  =  0, 

la  fonction     a- —  ^y    gardera  la  même  valeur  num(''ri([ue  quand  on  renqdacera  ï,  .i,  •;  par  les  nombres 

a,  h,  c.  rangés  dans  un  ordre  quelconque,  puiscpic  l'on  a 

a^  —  hc  —  [h-  —  nc)  =  [a  —  b){a  -+-/>  +  c)  =  U, 

et,  par  consé(picnt,  a- —  ùc  =  h^  —  ac  ^=  c*  —  ah. 

11  est  vrai  que  la  valeur  de     a-  —  'y;^      (piand  on  y  remplace   a,  ;:,  •■  par  ".  />,  c,  s'ex[trime  encore 

ratioiiiieiiemf'iif  au  moyen  de  />  et  de  7,  car  cette  valeur  est  égale  à  cfllc  de 

a^  — PY+P*  — ay  +  Y^  — ap 

3 

c'est-à-dirt!  d'une  fonction  symétricpie  au  sens  ordinaire  du  nu)t.  Cette  observation,  qui  se  gfuéralise 

sans  p(!ine,  diniinue  cerlainemcMit  la  portée  de  la  criti([ue  ((uc  je  vi(Mis  de  faire,  connut^  de  la  mélbode 

(|ue  J'indifpu'rai   loul   à  riicnrc,   mais  ne  la  supprime  pas  eepeudanl.  Des  circonstances  semblabU>s  a 

celle  que  je  viens  de  signaler  peiiveni  d  ailliMus  se  présenter  jor^  mi'me  qu"on  laisst^  l'équalion  {[    sou-^ 

la  forme  générale 

.1,'  -h  >ix^  -+-  j>x  -1-  7  =  0, 

si   l'on    admet  (|ue  les  coelTieienls    puissent    lignr(M'  dans  le  polynôme     ^(^a,    |i,   y)  "•     p;»i'  exemple  la 

fonction 

a[i  —  Y*  =  ir; 

conserve  la  même  valeui"  (pjand  on  y  itMuplace   a,  '^,  y  P'>i' '''^  i!'^''*''^  "<  '''  '"  de  requalioudu  lroi>iénu' 

degré,  puis(pi(>     a-i-  p-t-y     devient  alors  égal  à     —  n     et  ([ue  l'on  a 

ap  —  y'  -h  (ï  4-  ^  4-  y)ï  =  PV  -^  ï*  ■+■  »?• 
U  est  il  peine  utile  de  rap[tel('r  à  ce  propos  qu'une  foneli"n  enlière  de    2.   3.    y,  à  eoeflieieni»  cons- 


liuils  i|iiaii(l  on  V  l'Ilri'liir  sur  a,  ';..   v  une  pcnnulaliou  (luelcouiiuc  ne  pcul  gardci- la  au'uic  valeur  (jucls 
(|Ut'  soiiMil  a,  'ji,  Y,   >aiis  ;:artli'r  la  im'iuc  foruic. 

(Juoi  (|uil  eu  soil,  c'est  sui'  ce  l'ail  (pie  la  ionctiou  s\  uiélii(iue  reste  identique  à  clle-mèino,  ([u'clle  euu- 
serve  la  nit'-nie  forme,  à  l'ordre  des  termes  près,  et  non  sur  ce  lait  (pi'c^lh^  conserve  la  même  valeur 
num<'ri(iue.  cpu',  à  ce  ipTil  me  simuIiIc,  il  eoUNicnl  d'insister  dans  la  dt'liiiil  ion.  Si  l'on  adoph'  celle  l'aron 
de  voir,  tui  pouria  dirr  : 

\'\\  pi»lynome  culiiT  par  rapport  au\  rdiial/lrs  Xi,  .r^-,  ..-,  ^'n  est  une  l'onction  symelri(iue  d(>  ces 
Narial)les  s'il  reste  idcnliipie  à  lui-même  (s'il  n(^  change  pas  de  forme)  quand  ou  ell'ectue  sur  ces  variables 
une  permutation  quelconque  ; 

(Ml  appelle  fonctions  symélriipies  ('lémenlaircs  des  variables  Xi,  x>,  .  .,  .r„    les  fonctions 

/>,   —  .r,  -ho-.,  -f- h.'-,M 

p.,  =  XiXi  -+-  iiXi  -+-••+  Xn-l-r„, 


l>„    =   3CiXi.  .  ../•„, 

(jui  sali>ronl  rviili'inmenl  a  la  delinilion  précédente. 

Le  lliéorème  fondamental  s'énoncera  alors  ainsi  :  toute  fonction  symétrique  entière  de  n  variables 
s'exprime  en  fonction  entière  des  fonctions  symétriques  élémentaires  de  ces  /;  variables.  Ce  langage 
est  d'ailleurs  couramment  adopté  ailleurs  qu'en  France. 

11  n'y  a,  bien  entendu,  rien  à  changer  aux  démonstrations  habituelles  du  théorème  fondamental, 
soit  qu'on  se  serve  de  l'expression  des  puissances  semblables  de  a-j,  x^, ...,  x„  au  moyen  de^^i,  pi,  ...,  7-»,,, 
soit  qu'on  suive  la  méthode  de  Waring,  et  la  remarque  (juc  j'ai  faite  antérieurement  sur  le  moyen  de 
ramener  au  calcul  d'une  fonction  symétrique  le  calcul  do  la  valeur  de  ces  polynômes  qui  ne  changent 
pas  de  valeurs  quand  on  y  remplace  les  variables  par  les  racines  d'une  éipiation,  rangées  dans  n'importe 
(juel  ordre,  sullit  à  montrer  ^\\\Q,  la  valeur  d'un  tel  polynôme  s'exi)rimc  en  fonction  entière  des  coelli- 
cicnls  de  l'équation.  Toutefois,  on  ne  voit  pas  ainsi  que  celle  valeur  s'exprime  en  fonction  entière 
n  cnef/icii'iils  etitu'fs  des  coeflicients  de  l'équation,  et  dos  cocllicients  du  polynôme,  lorsque  léqualion  n'a 
(pie  des  racines  simples.  Celle  proposition,  à  la  vérité,  n'intervient  pas  dans  les  questions  que  l'on  traite 
dans  le  cours  de  mathématiques  spéciales,  et  il  est  bien  clair  qu'on  peut  la  laisser  de  côté.  La  méthode 
de  Caucliy  en  fournit  toutefois  une  démonstration  assez  simple  pour  qu'on  me  permette  de  la  signaler. 

11  sullit  de  réiléchir  sur  cette  méthode  pour  voir  qu'elle  ne  repose  pas  sur  ce  que  la  forme,  mais 
bien  la  valeur,  do  la  fonction  (symétrique)  ne  change  pas  quand  on  y  fait  une  permutation  des  racines. 
Klle  oll're  donc  une  voie  pour  calculer  les  fonctions  dont  j'ai  parlé  :  toutefois  lorsque  l'on  a  atfaire  aux 
racines  d'une  étjualion  numérique,  cette  méthode  soullre,  on  se  plaçant  au  point  de  vue  que  j'ai  indi- 
qué, quelques  dillicullés  ipie  je  ne  pourrais  préciser  (pi'en  en  reprenant  l'exposition.  Le  lecteur  trou- 
vera cette  exposition,  ainsi  (luo  (pu'lquos  r(Mnar(|uos  impoi  tantes,  duos  ;'i  M.  Blulel,  relatives  aux  cas 
d'une  fonction  symétrique  fraclionnairo,  dans  rexccllenle  édition  que  M.  Lacour  a  donnée  du  traité 
d'.Vlgèbre  de  liriot.  Je  me  bornerai  à  montrer  comment,  en  modiliant  légèrement  cette  exposition,  on 
peut,  pour  le  cas  qui  nous  occupe,  supprimer  toute  dilliculté. 

Soii'iii  donc  111,'iinlenanl   (II,   II,,    ...,   fi„  les   »  racines,  supposées  distinctes,  de  l'equalion 

/■./•)    ^  a"  -H  Ax"-'  -h  Bx"--  -h  •  •  •  4-  L  =  0, 
à  cocllicients  nuniéricpies.  Je  dirai  qu'un  polynôme    ©(aîi,  a*.,,  • .  •;  x,,)   entier  en   a-„  x,,  ...,  x„    est  une 

fonction  symétrique  relalivemeni  aux   nombres   '/,.  n. n,,  si  la    valeur   numéricpie  obtenue  en  y 

remplaçant  .r,,  x..,  ...,  a-„   par  les  nombres  ",,'/..,  ...,  a„,  rangés  dans  n'importe  (luel  ordre  est  toujours 
la  même.  Celle  valeur  seradile  la  valeur  delà  fonction  symétrique  (relative). 

I.<mmi'.  —  Si  l'on  dt-signe  par 

f^{x)  =  x"-"  -^  Afrt"  -'-'  +  Ba-t"-*-'-  h-  •  •  • 
la  parlie  euli.-re  du  quolienl  de   f\x)    \)i\v  le  polynôme     {x  —  Xi){x  —  x,). .  .{x  —  x/,,     en  sorte    (juc 
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A/„  B/„  . . .   sont  dos  fonctions  entières  parfaitement  déterminées  de  a.-,,  x.,,  . . .,  a-/,,  les  fonctions 

fi/Xk+,),  /aK+2),  ...,  f,/x„) 

sont  relativement  aux  nombres  a,,  «2,     . .,  a„  des  fonctions  symétriques  à  valeurs  nulles. 

Si,  en  effet,  on  cominouce  par  loniplacor,  dans  les  coenicients  de  //.(.r)  les  variables  x,.  x..  •  •  -,  J'n 
par  les  nombres  '/,,  n^,  .  . .,  «„,  il  est  clair  que  f\{.x)  deviendra 

U  —  a/.^i){x  —  a-u^i).  .  .  (.r  —  «„), 
et  en  remplaçant  ensuite  x  par  l'un  des  nombres   «/,4_i,  fl/,  ,-2,  ...  ,  ««  on  aura  évidemment  0  comme 
résultat 

Ceci  posé,  formons  d'abord  la  suite  de  polynômes 

fy(x)yfi[x),  ...,  fn-i{x)\ 
on  peut  observer  en  passant  que  fi{x)  s'obtient  en  divisant  fi{x)  par  x  —  x,    et  en  ne  conservant  que  la 
partie  entière,  que  fiix)   s'obtient  en  divisant  fiix)  par    x—x.,   et  en  ne  conservant  que  la  partie  en- 
tière, etc..  il  est  plus  important  de  remarquer  que    f,{x)    est  de  degré    /(  —  /■    en  x,  que  le  coelli- 
cient  de  a;"^''est  égal  à  l'unilc',  que,  enfin,  on  a 

fn-\{x)  =  ,r  +  .r,  +  Xi  H-  •  ■  -h  .T,,_,  4-  A. 
Les  polynômes  en  a^i,  x^,  . . . ,  Xn 

fn--l(x„),  fn2{x„^x),  ...,  fi{Xi) 

sont,  relativement  aux  nombres   a,,  a.,,  . . . ,  a„,    des  fonctions  symétriques  à  valeurs  nulles.  On  remar- 

(piera  que  dans  les  coeHicienls  de   fr{x),    considéré  comme  un  polynôme  en   .r,    ne  figurent  que  les 

variables  xi,  x,,  ...,.r,.,  en  sorte  que    /"rf-'V  f  1)     sera  du  degré     /(  —  /•    en    o-,^,     el  (pie  le  coellicient 

de    a;''-'     sera  l'unité. 

Ordonnons  maintenant  le  polynôme    o[xi^  x.,,  ...,.r„)    par  rapport  aux  puissances  décroii»sanles 

de    Xn   et  divisons-lc  par    f„-i{x„).,     ordonné  de  la  même  façon,  nous  piirviondrons  à  une  idonlilé  do  la 

forme 

'i(.r,,  Xi,  .  .  . ,  x„)  r=  /;,„,(a-„)  X  ?'  +  'l'i(^i,  Xi,  .  .  . ,  x„_i)  ; 

x„,  en  effet  aura  disparu  du  reste,  puisque  fn~i{x„)  est  du  premier  degré  en  .;„;  quant  à 
•l'i^r,,  a-o,  . . . ,  a-»_i),  c'est  un  polynôme  entier  en  a*,,  x.,,  . . .,  x,,  dont  les  coellicients  sont  des  fonc- 
tions entières,  à  coefficients  entiers,  de  A.  R,  C,  . .  .L  et  des  coefficients  de  '-(.r,,  av>,  . . .,  x„).  Si,  main- 
tenant, on  remplace  dans  cette  identité    .x,,  a-o,  . . .,  x„    parles  nombres  ^/,,  n, (i„  rangés  dans  un 

ordre  quelconciue,  /"„  i(.r„)  s'annulera  et  l'(jn  voit  que  'l',  prendra  la  môme  valeur  ijue  r^  ;  •!•,  est 
donc,  relativement  au\  nombres  </i, '/..,  ...,"„,  une  ftuu'Iion  syme!ri(iui\  comme  •^.  et  de  même 
valeur  (|ue  'f. 

Ordonnons  maintenant  le  polynôme  'l'ifa-i,  a-.,  . . . ,  ./•„  ,1  pai  rap[tort  aux  [luissances  décroissantes 
de  x„.i  et  divisons-le  par  /"«-.'(a*,,  ,),  ordonné  de  la  nuMue  façon,  le  reste  o. >,,  j-j,  . . .,  a-,,  ,)  sera 
encore,  relativement  au?r  nombres  //,,  r/,.  .  .  .,  n,,,  une  fonction  symi'lritiue,  do  menu»  valiMir  que  -l',  ou 

(lue    'f,    et     x„  ,     n'y   figurera  plus  (|uau  [uemier  degri"  ;   si  Ton  y  remplaciMl'abord     .i-,..i. «„  i 

par  "1,'/..,  ...,"„  .,  puis  x„  ,  suec(>ssivement  par  "„  i  et  par  "„,  on  devra  trouver  le  même 
résultat,  (>t  cela  dans  ([uelque  oidre  (lu'on  ail  pris  les  raeine>.  II  résulte  de  là  (pie  \o  coefficient 
de     x„  1,     dans    o>,    est,  relativement  aux  nombres    ",,  «i,  ...,"„.    une  fonction  symélri(iue  à  valeur 

nulle,   et  que  le  ternu^   indei)endant  de     x„  ,,     ([ue  je  désignerai  par     <l'j  .r,.  a-j .r„  ..\     csl  une 

fonction  sym('tri(pn',  relative  aux  nomiires  "|,  "..,  ...."„  de  miMue  \  aleur  (|ue  -.  De  la  nii'ine  iat/Mi. 
en  divisant    ■!•..,    ordonné  pai'   rapport   aux    puissances   décroissantes   de     x„  j.     par    /„- j^a-„_i),     on 

obtiendra    ('omme    i'est(>    un    ixdyiioiui'      o,  ',,  .r. r„   .)     (pii    seia    relalivemenl    aux   nombres 

II,,  (I,,  ...,</„    une   fonelion  synielii(nii'   de   m("'m(>   \aleur  ipie    o,    et  (pii  ne  contiendra     x„  ^     ipi'au 

second    degié  ;    cett(>    l'onction    du    second    degi'e    si    l'on    y    remplace   d'abord     .r,,  x. j"„   ,     par 

<ii,(ii,  ...,(i,i  ,  puis  successiviMuenl  x„  .  par  les  ti'ois  nonîbi-e><  dilVéïents  fi,,.»,  "ni.  "„  devra 
avoir  toujours  la  m(''me  valeur;  on  en  conclut  cpie  les  coefficients  de     .r„   .     et  de     fj^,  sont,  relalivo- 
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iiiciil  ;iu\  nombres  «i,  n,,  . . .,  (/„,  dos  fonctions  synn'liiiiiios  h  valeurs  nulles,  el  ([ue  le  ternie  iiidépen- 
(lanl  de  .r„  ..,  que  je  désignerai  par  <I>:i(j-,,  .r..,  .  . .  ,./„  ,),  est,  relalivenient  aux  nombres  <«,,  r/o,  . .  ,  */„, 
une  fonction  svmetri(iue,  de»  même  valeur  que  o.  On  fera  disparaître,  l'une  après  lautrc,  les  dillérenles 
variables;  après  avoir  divisé  par  /\{v,)  on  parviendra  à  un  polynôme  o„{.Vi,  x.^)  (jui  ue  contiendia  [dus 
(pie  les  variables  a'i,  .r*  la  dernière  \\o  li^urant  (pi'au  degré  » — 2,  on  ne  conservera  que  le  terme 
in(li''[>endant  (le  .r...  que  je  désij^ne  par  'l'/Za-i^  en  divisiiit  ce  polynôme  par  /"(ïi)  et  en  ne  conservant 
dans  le  reste  ([ue  le  terme  constant,  que  je  (h'sigue  par  'i-,  on  anra  expriim''  la  valeur  de  o  en  lonelion 
eidière,  à  coelTicieuls  entiers,  de  A,  IJ,  C,  ...,  I-  el  des  coeflicients  de  o(x,,  .r..,  ...,  .r„),  comme  il 
résulte  é\  idenunent  de  la  nature  des  opérations  ellectuées  ;  c'est  ce  fpi'il  fallait  dinnontrer. 


iMUNTs  i)JMi.i:\i()N  DANS  LK  i)i:\ i:i.()n»i:Mi:.\T  dink  si^xtiun 

IM.ANK  DIX  COM-:  01    1)1  N  CYLINDi;!': 

Par  M.  X.  Antomari, 
l'njtessciir  dv  M;illH'iu;ilii|(ies  spôcitiles  ;i(i  lycée  CariKit. 


L'élude  du  sens  de  la  concavité  d'un  arc  de  couibe  provenant  du  développement  d'une  scclion 
jdane  dun  C(nie  ou  d'un  cylindre,  quand  on  étend  leur  surface  latérale  sur  un  plan,  i)résenle  certaines 
dil'licultés  sur  lesquelles  M.  Carvallo,  examinateur  d'admission  à  FJxole  Polyleclinique,  a  récemment 
encore  appelé  l'attention  des  professeurs  de  MallM''mali(iues  spéciales.  [NouvcUcx  Anunli's  di-  Mailn'-- 
inaliqitcs,  nov.  ISO."].) 

Ces  difficultés  el  les  légères  critiques  auxquelles  donnent  lieu  les  modes  d'exposition  générale- 
ment adoptées  dans  les  cours  de  géométrie  descriptive  peuvent,  je  crois,  être  évitées  en  rattachant  la 
(lueslion  à  une  autre,  très  importante,  du  cours  de  Géométrie  analytique  :  je  veux  parler  du  sens  de  la 
concavité  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  cette  noie. 

Je  rappelle  d'abord  que  si  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires  est    —  =  /"(w),     le 

0 

sens  de  la  concavité  en  un  point  M  de  coordonnées  /■  et  a,  est,  en  g(!ncral,  déterminé  par  le  signe  de 
la  somme  /"(a)  4- /"(a).  On  sait  d'ailleurs  que  si  r  est  positif  au  point  M  la  courbe  est  concave  ou 
convexe  vers  le  p<'de  suivant  que  celte  somme  est  positive  ou  négative;  c'est  le  contraire,  si  /•  est  néga- 
tif. Dans  tous  b.'S  cas  le  point  M  est  un  [xiinl  (riiill(>xion  si  l'on  a     /'(a)  4- /'"(a)  =  0. 

Ceci  étant  rappelé,  soit 

1 

—  =  /(aj  COS  ((•)  —  a] -h  f'{%)  sin  (w  —  a) 
P 

l'équation  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  consid('Tée. 

On  sait  que  la  dislance  1)  du  pob;  à  cette  tangente  est  donnée  i»ar  la  formule 

Si  Ton  juend  les  dérivées  des  (bnix  membres  par  rapport  à  -/,  on  obtient 

-'^  =  2/-(a)/"(a)  -h  2/"(a)/-"(a). 

Kn  remplaçant  /'  ïy.pai- on  lire  facilement  de  là 

/■2      D' 

/•(-)4-r(a)  =  -.-, 
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ce  qui  montre  que  le  sijine  de  la  somme    /(î'-)  + /"(a)     est  le  même  que  celui  du  produit   '—  ■  —r^   ou 

,    •   ,  D'         . 

encore  le  même  que  celui  du  rapport  —i   puisque  r-  et  D^  sont  positifs. 

r 

Par  conséquent,  en  vertu  de  ce  qui  a  éU\  rappelé  plus  haut,  si  >•  est  positif,  la  courbe,  au  point  M, 
est  concave  ou  convexe  vers  le  pôle  suivant  que  I)  et  /•  varient  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
tra iros  ;  c'est  le  contraire  si  /•  est  négatif.  Rnlin  si  >•'  n'est  pas  nulle,  c'est-à-dire  si  la  normale  en  M  ne 

[)assc  pas  par  le  pôle,  le  point  M  est  un  point  d'intlexion 
quand  on  a  D'  =  0,  c'est-à-dire  ([uanl  la  distance  I) 
est  maxima  ou  ininima. 

Cela  posé,  supposons  que  Ton  ait  développé  sur  un 
plan  la  surface  latérale  d'un  cône  S,  et  soit  C,  la  trans- 
formée de  la  section  C  faite  dans  le  cône  i)ar  un  plan  1'. 
Appelons  Si  la  position  du  point  S  dans  le  développe- 
ment, M  un  point  quelconque  de  la  courbe  C  et  Mi  le 
point  correspondant  de  la  transformée.  Menons  en  M  et 
en  Ml  les  tangentes  respectives  aux  deux  courbes  C  et  Ci 
ainsi  (|U('  les  perpendiculaires  SA,  SiA,  à  ces  tangentes.  On  sait  que  les  deux  triangles  rectangles  SM.\, 
S, M, Al  sont  égaux,  de  sorte  que  Ton  a 

SM  =  SiMi,  SA  =  S, Al  ; 

l)ar  suite,  au  i)()int  Mi  la  courbe  Ci  sera  concave  ou  convexe  vers  le  poini  Si  suivant  qui>  SM  cl  SA 
varieront  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  car  il  est  toujours  permis  de  supposer,  ici,  (|ue  le 
rayon  vecteur  est  positif. 

Or,  soit  SI  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  S  sur  le  plan  P.  Les  deux  triangles  reclangb's  en 
I,  SMI  et  SAI  montrent  que  SM  et  SA  varient  respectivement  dans  le  même  sens  que  I.M  et  que  lA. 
D'ailleurs  IM  est  le  rayon  vecteur  qui  va  du  point  I  au  point  M  de  la  courbe  C,  tandis  que  l.\  est  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  I  sur  la  tangente  en  M.  Donc,  au  point  Mi,  la  courbe  C,  est  concave  ou 
convexe  vers  le  point  S,  suivant  que  IM  et  lA  varient  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  c'est-à- 
dire,  suivant  qu'au  point  M  la  courb(^  C  est  concave  ou  C(»nvexe  vers  \o.  point  I. 

Les  points  d'innexion  de  la  courbe  C,  sont  donc  ceux  (jui  correspondent  aux  points  M  di^  la  ciMirb.» 
C  pour  lesquels  lA  est  maximum  ou  minimum  sans  que  IM  soil  normab^  à  la  courbo  C.  D'ailleurs  si  IM 
n'est  pas  normale  à  la  courbe  C,  lA  ne  peut  être  maximum  ou  uiiiiiinum  tpio  dans  k\s  deux  cas 
suiviuits  : 

I"  Si  1(!  point  M  est  un  point  d'inllexion  do  la  courbe  C  ;  2"  si  MA  passe  par  le  point  I.  Kn  résumé, 
les  points  (rinllexion  de  la  courbe  Ci  corresjjondont,  soit  aux  points  d'intlexion  de  la  courbe  C,  soit  aux 
points  (le  conlacl  de  cette  courbe  avec  les  tangentes  ([u"on  peut  lui  mener  par  l.>  point  I  pied  de  la  p<M- 
pendiculaire  menée  du  point  S  sur  le  jtlan  de  la  courbe  C. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  bien  connu.  Ajoutons  t\no  ce  résultat,  établi  piuir  le  v>'<iu\  s'ap- 
pli(pie  au  cylindre  considiuc'  commt>  cas  limite  du  céme. 


srii  I.I-:  cYijMiKDiin; 

Par  M.  G.  Roubaudi,  itrofi-ssoiir  nu  ivr.c  l'.ullKn. 


V.u  parlant  de  la  tleliiiilion  du  ciuioide  de  Pliieker  doimei'  par  M.  Appell  et  en  se  si>r\anl  d^» 
l'iviiiaiioii  à  hupielle  il  est  parvenu  ',  on  elaltlit  aiseineiil ,  pour  eelle  ^nrfaee.  la  ]ii<'|>riéte  caraclé- 
risti(iut>  (|ue  voici  : 


(I)  Voir  lo  II"  9  (le  la  liriuf. 


IS-i 
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/  iii'  tliii'i'Irii'i'  rinriliiini'  du  riiliiulrtiiih'  i's(  uni'  l'Ilipsi'  (jiii   \/'  jiniji'lli'  sur  Ir  jihiii    dirrrlriii'    siiiraiil 
unr  rircDnfrri'tirr  ptissmil  pur  Ir  pinl  dr  lu  diii'rli'ire  rrcliliiiiii'. 

Rom;iii|Ui>ns  d'aliDid  qiron  poul  d(M(M'miiu'r  À  ('\  do  faroii  (luc  réqualiua 

{n  —  X)y-  -+-  hi'ii  H-  (o  —  \)x-  =  0 
roprésonli*  diMix  dioilos  courdiidiios  ;  il  snllit  pour  cela  de  faire 

>i{n  —  \)[c.  —  l)—h-'  =  0, 
t''i|uali«in  t|ui  tloniu'  liiiijdurs  ili'ux  vah'urs  r(5olles  i)()ur   )..    Si  l'on  prend  la  droilc  doublo  ainsi  oblcnnc 
polir  nouvel  a:*o  dos  .r,  Ti-ipialion  pirnd  la  l'ornie  simple 

,1-  4-  »/- 
Cela  posé,  coupons  celle  suiface  par  un  cylindre  de  révoluli(»n  passant  par  Taxe  des   z,    qui  esl  la 
direclrice  reclilii;ne  du  conoïdc  l'n  l(d  cylindre  a  pour  é(iualiou 
1 2)  .r-  -4-  )/■-  —  2xT-  —  2!îv  =  0, 

el  la  lU'ojeelion  de  l'inlersinMiiin  sui'  1(^  plan  des    yz    s'obtient  en  ('liniinant    x    entre   les  équalions  (1) 
el  -2).  l,'é(iualion  (2,  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (1), 

Itij-  —  |ijiyz  =  'JLxz  ; 
de  là  on  tiii'  la  \aleur  de    ./■    que  l'on  porte  dans  réquation  (l)  cl  l'on  obtient  ainsi  en  supprimant  le 
l'acteur  7-  qui  correspond  à  la  droite  double  du  conoïde,  l'équation 

{hy-!^zy-o^Hi:2h-z)  =  0, 

qui  représente  une  fUipse. 

Ré'ciproquement,  soit  l'ellipse  qui  a  pour  équations 

3)  Ax  +  %H-C:  +  D  =  0,  x--i-y-  —  '2yix  —  2py^0. 

Les  équalions  d'une  génératrice  du  conoïde  dioit  qui  a  pour  directrices  celte  ellipse  et  l'axe  des  :, 

sont  d(^  la  forme 


=  l. 


y  =z  mx. 


En  exprimant  que  cette  droite  s'appuie  sur  l'ellipse  (3;,  on  a 


(S 


\A-l-R»»  '  ^  *    ■    "  ■ 


A  -+-  Bm 

Lorsque  les  paramètres  À  et  )ii  varient  en  satisfaisant  à  la  relation  (.")),  la  droite  (4   engendre  le  conoïde  ; 
l'équation  de  celui-ci  s'obtiendra  donc  en  éliminant  ).   et   ///   entre  les  trois  ('qnalions  (4)  et  (o),  ce  qui 

donne,  en  supprimant  le  plan     z  ■—- —  »    correspondant  au  point  de  rencontre  des  deux  directrices, 

(C:  +  I)ji.r2  +  _,/■->)  -H  2(A.r  +  B.v)(xr  +  p//)  =  0  ; 

celle  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ay-  -+-  lixy  -\-  cx"^ 


qui  est  bien  crlle  du  eylindroïde. 


X-  -+■  y''' 


Exercices.  —  La  pi'(q»rit't('  (jue  n(tns  venons  dV-tablir,  (loinu>  im- 
médiatement la  solution  des  tlcux  (pieslions  suivantes,  dont  la  prer.iit're 
a  été  proposée  par  M.  Appell  : 

I.  —  /Jeu  dis  jifi-priidii-iiliiiics  i-iiiiniiKiK's  à  l'iixr  des  z  i-t  n  inir  dfoilf 
rnrinhlr  rcticjniti'nnl  l'axi'  dfs  x  l'ii  nii  puinl  fixi'  A  '■/  sitiiri'  dans  le  jilini 
liissi'rli'iir      )/      r  z . 

Soit  I.M  la  perpendiculaire  (•(uninunc  à  0/  et  à  une  droite  quel- 
conque Al{  du  plan  bissecteur;  en  projection  sur  le  plan  directeur  XOV, 
les  deux  droites  OM'    et    AB'   sont  reclangulaires,  et  par  suite  le  lieu  du 
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point  M'  est  la  circonférence  décrite  sur  OA  comme  diamètre.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  ellipse 
qui  rencontre  OZ  et  cette  ellipse  peut  servir  de  seconde  directrice.  Donc  le  lieu  cherché  est  un  conoïde 
de  Pliicker. 

II.  —  lAini  des  perpr'iiflir.iilain's  coiniiiunt'.s  à  l'axe  OZ  d'ioie  pnraholr  Irart'-e  dans  le  plan  \0Z  rtc*-c  Ip 
soiniiiel  0,  el  aux  [/(hirmlrices  d'ini  cône  ayonl  pour  directrice  cette  parnhole  et  pour  sommnt  un  point  S  de 

Vaxe  des   Y. 

Soit  {om,  o'm')  la  perpendiculaire  commune  à  OZ  el  ù  une  gé-néra- 
trice  quelconque  (va,  o<i')  du  cône;  en  projection  horizontale  sur  le  plan 
XOY,  les  deux  droites  sa  et  om  sont  rectangulaires,  et  par  suite  le  lieu 
du  point  m.  est  la  circonférence  décrite  sur  os  comme  diamètre.  Dans 
l'espace,  le  lieu  du  point  M  est  Tintersection  du  cylindre  droit  qui  a  pour 
hase  cette  circonférence  avec  le  cône  donné.  Or,  ces  deux  quadriques  ont 
en  commun  la  verticale  du  point  s  et  le  même  plan  tangent  suivant  cette 
génératrice  ;  leur  intersection  se  complète  donc  par  une  courho  plane  qui 
est  nécessairement  une  ellipse.  Cette  ellipse,  évidemment  située  dans  un 
plan  passant  par  OX,  peut  servir  de  seconde  directrice  au  conoïde.  Donc 
celui-ci  est  encore  un  cylindroïdc. 

Remarque.  —  On  peut  apercevoir  beaucoup  plus  rapidement  la  pre- 
mière partie,  en  remarquant  que  tout  plan  passant  par  une  génératrice  du 
conoïde,  coupe  encore  cette  surface  suivant  une  ellipse  qui  a  pour  projection  sur  le  plan  directeur  un 
cercle  passant  au  pied  de  l'axe.     E.ll. 


NOTE  SITR  LES  FONCTIONS  IIYPEnnoLlQlES 

Par  M    J.  David,  professe iir  au  collège  de  Lerdmre. 


On   sait    que  les  coorduniuM^s  dun  point  d'une  hyperbole  rapporlt'e  à  ses  a\(>s  de   symt'lrii»  >ont 
données  |)ar 

X  =  ±  a =  ±  a  (,h  o, 

(1' 

pf  —  t-f 

V    =    ^'  -y =    f'    ^''    ?. 


cl  (|ii('  TdU  p(Mil  dt-hMiuiiicr  un  angle   //   tel  cpii' 

(2) 


i     Ch  '-p  =^  ser  ii, 
}     Sh  o  -  l-  (/. 


.le  me  propose,  dans  ('ctte  not(>,  de  donner  um»  représtuilation  gciunclrique  de  l'argument  ï  el  de 
inonlriM'  ensuite  la  relation  ('gaiement  géomélri(|ue  (pii  (>\iste  entre  eel  argument  (>t  l'angle  ». 

Considéidus,  pour  lixer  les  idt'cs,  Tare  de  courbt'  situe  dans  le  piemier  an^le  de-,  axes,  et  t'alenloii- 
l'aii'e  du  S(M'!eiii' liyperl)oli(|ue  0,\M.    Di'sigiions-la  pai'  ï. 


I8i 


sni  LKS  rONCTlONS  IIVPKIiHOI.lQUKS 


=  ^-/V, 


Or  on  ;i 


ddll 


cl.  par  suilo, 


yd.r  =  nhJ-—\  r/ •  —  , 

I  ,nl.v  =  a/,    /\/-—  l    r/  .  —  , 
.  '  1    ^    II-  a 

.     =  ah  j  sit-  —  i  '//, 

on  posant 


.r 


=  /, 


-  tslf'  -  1  —  Arg.  Ch  /  +  C, 


xii         hx  ,      x^        ,  ab                   X 

2           2    >     rj-  2         "           « 
Déterminons  la  conslanlc  C. 

Pôiir     .r  =  <i     ot     y  =  0,     a  =.  0.     Dn  a  donc  C  =  0. 


Do  plus 

Tar  conséqiionl. 


2     >     ii"^ 


1  =  ^ 

2 


2  "  <t 

■'■  ^,     2  a 

—  =  Ch  -^  , 

a  n  h 


—r  =  Arg.  Ch  —  , 
ao  a 


X  =  a.  Ch 


ab  ' 


ol.  j)ar  suito,  en  idenlifianl  avec     ar  =  a  Ch  o.     on  a 


L'argiimcnl  f  osl  le  rapport  du  double  de  la  surface  du  secteur  liy[)erl)oli(pi('  OAM  h  la  surface  du 
rectangle  construit  sur  les  deux  demi-axes. 

Unnarfpir.  —  Si  riiypcrbolc  est  ('quilatèrc,  et  si  l'on  prend  pour  uuih'  de  longU(MU'  le   demi-axe 
transverse,  on  aura     -f  =  2--<. 

Soit  maintenant    P  h;  pied  d*'  rordonnt'e  du  jjoinl    M;   mciems   la  tangente  au  soninicl  cl  prenons 
sur  celle  tangente  un  point    M,  tel  que     OM,  =  OP.     Soit    u   l'angle  de   O.M;    avec  laxo  des  ./•.   On  a 

OM,  =  OA  séc  V  ou  X  —  a  séc  *', 

et  en  rcniplaeanl  flans  l'équation  de  la  courbe 

4-i;-i=o, 

II-  Ir 

X 

—  par  sé'C  >/,  nous  avons     y  =  ±  b  tg  >i.     Dans  le  cas  partieulifr  <iii  ncii-^  lenis  sumiufs  placés, 

IJ  =  b  tg  u . 
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On  voit  facilement  sur  quelle  tangente  au  sommet  et  dans  quel  sens  doit  être  porté  le  point  M, 
suivant  la  posilion  du  point  M  sur  la  courbe. 

Donc  lorsqu'on  connaîtra  l'argument  o,  on  pourra  construire  l'angle  w,  et  réciproquement,  quand 
on  connaîtra  l'angle  ?/,  on  pourra  déterminer  l'argument  o. 
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338.  —  On  considère,  une  ellipse  et  un  cercle  concentrique  de  rayon  H. 

1°  Di'lerminer  R  de  manière  qu'un  triangle  isocèle  inscrit  dans  i ellipse  et  ayant  pour  sommet  un  des 
sommets  du  grand  axe  soit  circonscrit  au  cercle. 

2°  Le  rayon  U  aipinl  été  ainsi  déterminé,  on  prend  sur  l'ellipse  un  point  quelconque  A,  ''/  de  cepoint 
on  mène  au  cercle  deux  tangentes  qui  rencontrent  l'ellipse  en  B  et  C.  Déniontrer  que  la  droite  BC  est  tan- 
gente au  cercle  en  un  point  A'. 

3^  On  joint  A  ''/  A'  ;  démontrer  que  lorsque  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  la  droite  AA'  reste 
normale  à  une  ellipse  fixe.  Trouver  les  grandeurs  des  axes  de  celle  ellipse  et  calculer  les  coordonnées  du 
point  où  AA'  est  normale  à  celte  ellipse. 

i"  Les  axes  de  coordonnées  étant  les  axes  de  l'ellipse,  une  tangento  nicnt'e  par  le  sommet    (a,    0) 

au  cercle 

x'  +  y^  -  R2  =  0 

a  pour  équation  y  =  m{x  —  a), 

et  on  détermine  m  en  écrivant  que  cette  droite  est  à  la  distance  R  de  l'origine,  ce  qui  donne 

R 


Prenons  la  tangente  y  =  {x  —  a)  ; 

)/a-  —  R- 

elle  rencontre  l'ellipse  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  racines  de  l'équation 

R^{x-aY        x^ 

0\a'  —  \i-)        a' 

elle  admet  la  racine  «,  et  une  autre  racine  ipii  doit  être  égale  à     —  R  ;     on  doit  donc  avoir 

R^(—  R  —  a)      —  R  +  «       ,, 

— ^ H =  0, 

b'\a'  —  K')  a' 

ou,  en  supprimant  le  facteur     a  -+-  R, 

aHV  —  l,i^a  —  \\f  =  0, 

|>/R  H-  h{a  —  R)][«R  -  />(«  —  R)|  =  0. 

En  égalant  le  pri'niier  l'acteur  à  zéro,  on  a  pour  R  une  valeur  négative  ;  le  second  facteur  donne 

al> 
R  = j- 

a  -1-  tt 

2°  Soient  a,   [i  les  coonionnées  d'un  point  A  de  l'ellipsi»  ;   on  aura 

(1)  >-^lr-'="- 

L'ensemble  des  tangentes  menées  du  point  A  au  cercle  a  pour  équation 

[oix  +  (ij/  —  R»V  —  (.i"  -h  y-  —  R-  (»'  -+-  (i'  —  It')  =  0. 

l\)ur  avoir  léqualion  de  la  (lroitt>   lU! 

ux  -+-  vy  -f-  ic  —  0, 
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on  (.'cril  t|Ui'  l.i  liiiii^i'iilt'  en   A  à  1  flli|»si'  cl  icllc  dioilc  hniuciil  un  cuuiilc  de  sccanles  cunununus  ù  l'el- 
li|>>('  cl  à  l'ciocniblc  tics  ilcu\  lan,i:culcs. 
On  aura  donc  1  idcnlilc  suivante  : 

a/  fl  4-  |_  _  1  j  4-  (xr  +  'iy  —  W')'  -  (a-  -h  y-  -  \\'){'^-+  ?"  —  U")  ~  (^  +  "^  —  1  )("•''  "^  '"'/  "^  "'•' 

X         ,  .  a/' 

OU  -  -  i-  -h  II-  =      ,   ' 

«-  "- 

X  Bi' 

__,=+„.  =  ^, 

—  À  -h  U-(a-  -h  p-)  =  —  a', 

OLV  [iW 

2oiti  = 1--^ —  1 

rt-  /r 

—  2aK'-  =  — ^ V, 

a- 

-2?U--'  =  ~  —'0. 

Ir 

Dcs   iidis  dcrnicics  cqualions  un  lire   les  valeurs  A\>  u,   v,  ir.  Un  oblienl  sans  difliculté,  en  reni- 

ltlai;anl   l{  par  sa  valeur, 

^ab'oi  'ia'bp  ^a^j^ 

Il    —    ;    '  V    =    7  1  IC    = • 

a-\-h  a-\-b  u/ H- Aj- 

Kn  reporlani  ees  valeurs  dans  les  trois  |)remières  relations  dMdentilication,  on  trouve  la  même  va- 

Icui  pour  X,  en  tenant  compte  de  la  relation  (1). 

11  en  ri^ulte  (lue  réiiuation  de  liC  peut  s'écrire 

a-lj- 

hxr  +  r/2j/  h =  0, 

•'       a~h  ù 

ce  qui  démontre  que  celle  droite  est  tan.^ente  au  cercle  au  point  A',  dont  les  coordonnées  sont 

_  /,%  _  gp 

'    ~~        a-\~  b'  •^  ~        a  -h  b 

3"  L'équation  de  la  droite  AA'  est 

X  —  a  y  —  S 


a  -\-  b         '        a  -\-  b 

ou  } [n  —  /vj  =  U. 

Cherchons   l'équation  tangentiille   di'  Tenveloppe  d(>  celte  droite  ;  idenlilions  son  équation  avec 
l'équation 


on  oitlicnt 


tix-^  01/  ■+-  ic  =  0  ; 


b  -i-  lia  a  -\-  "ib  a  —  b^ 


«•(/y -h  2a)  .  Kia-h'ib) 

on  en  tire  ci  = —  ,  i  =  -\ —  ; 

«(a  —  b)  v{a  —  b 

et  en  portant  ces  valcuis  dan^  la  iclali<>n  (1),  on  a 

{b-h  lufb'       {a  -+-  ^bfu-       a-b\a  -  bf  _ 


Or  on  sait  qu'étant  donnée  l'ellipse 


^+17-1=0, 
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l'équation  langentielle  de  la  développée  de  cette  courbe  est 

3  —  +  —- 2—^=0' 

et  que  le  pied  de  la  normale  (;«,  v,  iv)  a  pour  coordonnées 

.7  = 


(A^  — B^ju  ■'       (A2  — B^)y 

Déterminons  alors  A  et  B  en  sorte  que  le^ï  écjuations  (2)  et  (3)  aient  leurs  coeflicients  propor- 

1  1 

tionnels   et  si  l'on  remarque  que  dans  l'équation  (ï2)  le  coefticient  de  — :  est  inférieur  à  celui  de  —  . 

u  V 

on  en  conclut  (jue  A  sera  plus  petit  que  B,  et  on  devra  avoir 

A  B  B^  —  X' 


On  en  tire  sans  didicullé 


[a  +  h){d-  -t-  \ab  +  h'^)  "  (a  4-  h^a^^  h-  \ah  -r-  b-) 

On  en  conclut  que  la  droite  AA'  est  normale  à  lellipse 

X-  if  1 


—  0, 


a^b^{b-h1aY      b^a^a  +  Uf      {a -h  bfia' -h  iab -h  b-) 
et  que  le  pied  de  cette  normale  a  pour  coordonnées 

/y2(/y4_2a)a  a:-{a  +  -2b]'^ 


y  =  —, 


{a-{- bya--\-Aab -{- b^)  •'  {a  +  h){a^ -h  iab -{- b- ) 

E.-N.   BARISIEN 


404. —  'Si  on  coupe  une  courbe  (Vordre  n,  /"(.r,  '/)  =  0,  par  ileu  v  drailes  yw/'/co/ir/»''*',  P  =:  0, 
Q  —  0,  et  si  on  joint  respecliveinent  tes  points  de  rencontre  de  In  première  droite  avec  la  courbe  aux 
points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  seconde  droite,  ces  deux  groupes  de  n  points  étant  rapportés 
1,'un  à  r  autre  d'une  certaine  façon,  arbitraire  d'ailleurs,  et  si  l'on  désigne  m  fin  par 

\\    r=:    0,  V,   =   0,  .  .  .  ,  P,.    =   0 

les  équations  des  n   nouvelles  droites  ainsi  obtenues,  l'éiiunlion     /"(.r,  i/    =:  0     /"'»/  prendre  la  forme 

P,i>,...I>„4-/.-.P.0,7(.r,  .'/)  =  0, 
l:  étant  une  rrrlai)ie  eonslante,  et  t/[x,  ij]   une  fonclian  entière  d'ordre     n — 2. 

/énoncer  rp'ométriijuemenl  ce  théorème;  en  déduire  des  théorèmes  particuliers,  et  appU'i'i.  r  our  -y'""- 
tifpies  et  aux  cubiques. 

Les   droites      P,  =  0,      1^  =  0,      ...,      P„  =;  <>       nMic.nUtMil     la    cnurht*      fx,lf^^^      ou    n^ 

points  et,  quel  (|uc  soit    X,    l'équalion     f{x,>/)  ^l\\V:...V„  —  0     n-prcstMite  une  courbe  d'nrdn^    n   (|ui 

passe  en  ces    n-    points;  or  on  peut  déterminer   À    do  faeon  (|ne  celle  courbe  passe  en  un  point  de  la 

droite     P  =  0,     autre  (juc  les  n  points  oii  elle  rencontn^  la  courbe     /".t,  >f.  =0\     )■  étant  ainsi  deler- 

niiné,  la  droite     i'       0     rencontre  celle  courlx*  en     n -h  \     points;  elle  fait  donc  partie  do  celle  li{,Mie 

et  ['(^11  a 

/•(.r,  7)-f-)T\P,...P,.  ^:  P/V^'-r,  v\ 

fi{x,  1/)  étant  une  l'onelioii   eiiliero   d'ordic     // —  1  ;     d'anlie  pari   la  di^iio     O        ()     pa>-se  par  >i  des 

|)oints  |)récédents  ;  elle  rencontre  donc  la  courbe     /',(.r,  »/)  —  0     en  ces  /;  point'^,  et,  par  s\ule.  ollo  fait 

tout  (Miiièro  partie  d(^  cette  ligiu'  nouvidle  ;  on  a  donc  finalement 

/'.r.  v)    |->.P,P,...P,.     :  V.()'j{.r,  r/). 

<l(x,  ij)    étant  une   fonction  entière  d'ordic     u  —2.     l'.etle  idiMititt"  monli'e  qMiM'equation     /\x,  y)  =  0 

peut  s'écrire 
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c'est  au  fond  ce  (lu'il  fallait  déinonlrer. 

La  proprit'lc  êlablie  pi'iil  s'énoncer  ainsi  : 

>'/  /'()//  ritiinr  uni'  coiirhi'  dDi-tln'  n  pdr  (Ii'k.v  ilroili's  t/nrlcoïKiiirs  ni  si  l'on  unit  il'nne  cnrlainn  façon 
h's  n  noinls  dr  rrnconlrr  siliirs  siif  lu  lurnii'-rr  droili'  aux  n  poinls  di'  rrnciinln'  .silnrs  sur  In  spcnnde  par 
u  iiulrrs  dntilfs,  ers  ninirrlh's  dmilrs  rrnronln'nl  lu  riiurhr  consiilrri'r  m  n'n  —2)  miurruu.r  /loinls  ijul 
sont  Ions  silnrs  sur  unr  rourhr  d'ordrr     n  — 'i. 

Va\  prenant  deux  droites  voisines  l'une  de  l'autre  et  joignant  deux  ii  dt!u\  les  points  de  rencontre 
qui  sont  voisins  l'un  de  l'autre,  on  obtient  à  la  limite  un  nouveau  lliéorènie  (juc  Ion  p(,'ut  énoncer 
ainsi  : 

>';  l'on  coujH!  um'  courl/r  d'ordre  n  par  une  droilr  i/ur.lcou(jur.,cl  si  l'on  mène  les  lanijenles  à  la  courbe 
nn.r  n  poinls  ainsi  obtenus,  ces  nouvelles  droites  renconlrent  la  courbe  considérée  en  n'n  —  -2)  nouveaux 
points  ijui  sont  tous  situes  sur  unr  courbe  d'ordre     n  —  2. 

IMus  particulièrement,  en  prenant  au  moins  l'une  des  deux  droites  ii  linllni,  on  obtient  deux  autres 
théorèmes  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Si  par  h's  n  points  de  rencontre  dune  liip\e  droite  avec  une  courbe  d'ordre  n,  on  inrnr  respective- 
ment n  parallèles  aux  directions  asi/mplotiques  de  cette  courbe,  on  obtient  n  nouvelles  droites  i/ui  rencon- 
trent la  courbe  en     nn  —  2)     autres  points,  tous  situés  sur  une  courbe  d'ordre     n  —  2. 

Les  n  asi/mptotes  d'une  courbe  d'ordre  n  rencontrent  celle  courbe  en  n[n  —  2)  points  à  distance 
finie  qui  sont  situés  sur  une  courbe  d'ordre     n  —  2. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  considère  une  courbe  du  quatrième  ordre,  les  théorèmes  que  nous 
venons  d'énoncer  sont  susceptibles  d'énoncés  élégants  et  utiles  à  connaître  : 

>'(  l'on  coupe  une  rpiartique  par  deux  droites  quelconques,  et  si  l'on  unit  d'une  certaine  façon  les 
quatre  poinls  de  rencontre  situés  sur  la  première  aux  quatre  points  de  rencontre  situés  sur  la  seconde,  les 
quatre  nouvelles  droites  ainsi  obtenues  rencontrent  la  courbe  en  hait  autres  points  qui  sont  situés  sur  une 
conique. 

Si  par  les  quatre  points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  quartique,  on  mène  1rs  Inni/entes  à  cette 
courbe,  ces  nouvelles  droites  renco)ilrenl  la  quartique  rn  huit  autres  poinls  qui  sont  situés  sur  une  conique. 

Si  par  les  quatre  points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  quartique,  on  mène  respectivement  des 
parallèles  aux  directions  asymptotiques  de  cette  courbe,  les  quatre  nouvelles  droites  rencontrent  la  courbe 
en  huit  autres  points  qui  sont  situés  sur  une  conique. 

Les  asymptotes  d'une  quartique  rencontrent  cette  courbe  en  huit  poinls  à  dislance  finie  qui  sont 
situés  sur  une  conique. 

Enfin  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  considérée  est  une  cubique,  on  obtient  les  remarquables 
propriétés  (jui  suivent  : 

Si  l'on  coupe  une  cubique  j)n.r  deux  droites  quelconques,  et  si  l'on  unit  les  points  de  rencontre  de  la 
première  aux  points  de  rencontre  de  la  seconde,  d'une  façon  quelconque,  par  trois  nouvelles  droites, 
ces  droites  rencontrent  la  cubique  en  trois  autres  poinls  qui  sont  en  liqne  droite. 

Si  pur  li's  points  ih'  rrni-.oulre  d'une  cubique  avec  uuf  droite  on  nièni'  h's  lani/rnlcs  à  cette  courbe,  ces 
droites  rencontrent  la  cubique  en  trois  autres  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

11  résulte  de  ce  second  théorème  que  si  deux  des  points  de  rencontre  sont  les  poinls  d'inilexion,  le 
troisième  est  aussi  un  point  dinllexion.  De  l;i  ce  théorème  im[)ortant  :  h's  points  d'inflexion  d'une 
cubique  sont  trois  à  trois  eu  H'/ni'  droit''.  Si  deux  de  cc-^  ixdnts  soiil  réels,  il  y  en  a  ni''e(>ssaii'(Mnenl  un 
troisième  qui  est  n'-el.  Si  fioux  de  ces  points  sont  imai^inaircis  conjugués,  la  droite  (jui  les  unit  passe 
par  un  {)oinl  dinllexion  réel. 
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Si  par  les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  cubique^  on  mène  respectivement  des  porallilp.s  aux 
directions  asyinptotiques  de  cette  courbe,  ces  trois  droites  rencontrent  la  cubique  en  trois  nouveaux  points 
qui  sont  en  ligne  droite. 

Les  trois  ns]jmptotes  d'une  cubique  rencontrent  cette  courbe  en  trois  points  n  distance  finie  qui  sont   en 
ligne  droite. 

Lorsque,  parmi  les  asymplotes  dune  cubique,  deux  sont  innexioiinelles,  la  troisième  est  aussi 

inflexionnelle. 

A.  LAUHEACX,  à  Besançon. 
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224. —  Un  bassin  rectangulaire,  dont  la  base  a  une  surface  S,  est  alimentp  par  un  robinet  qui  y 
déverse  un  volume  d'eau  égal  à  Q  pendant  l'unité  de  temps.  Un  orifice  d'écoulement  ayant  une  section  s  est 
percé  dans  le  fond  de  ce  bassin.  On  demande  comment  variera  la  hauteur  h  de  l'eau  dans  le  bassin  à  partir 
d'une  valeur  initiale  /«o,  et,  en  particulier,  pour  quelle  valeur  de  h  le  niveau  restera  stationnaire.  La  vitesse 
d'écoulement  du  liquide  par  l'orifice  sera  supposée  égale  à  \/'igh,  g  étant  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur. 

(Ecole  des  Ponts  et  Cluiussées,  1892.  Elèves  e.vlernes.' 

Nous  prendrons  pour  origine  des  temps  le  moment  où  le  liquide  a  la  hauteur  /<u,  et  nous  désigne- 
rons par   h   la  hauteur  à  l'époque    t.    Calculons  alors  l'accroissement  de  hauteur,  pendant  le  temps   dt, 

de  répo(|uc  /  à  l'époque     l-hdl. 

Qdi 
Si  le  robinet  coulait  seul,  le  volume  d  eau  augmenterait  de  Qdt,  et,  par  suite,  la  hauteur,  de    — -  ; 

au  contraire,   si  l'orifice  donnait  seul  passage  à  l'eau,  le  volume  diminuerait  de   sy/ilghdt,    et,  par  suite, 

>f     

la  hauteur,  de    -—^2ghdl.    La  hauteur  a  donc  augmenté  de 

Cette  équation  donne   dt   en  fonction  de    h   et  de   dh  ;    nous  aurons  le  temps  Ini-mrmf  on  iiitt-grant  la 
difl'érontielle  ainsi  obtenue. 

Posons  alors     h  =  X^  ;     nous  aurons     dh  =  "lldl,     et,  par  suite, 

<  =  2S  /      p^  1 

2S  Q 

en  désignant  pai'  K  cl    II   les  deux  conslantes  positives    -— =^    et    — 7=^- 

S.'^lq  .sV27 

)  Il  /  ).(//. 

Oi'  -"     ix'ul  s'écrire     — 1  4- — — r '.     d'Mic    1  iiilc^ralc   indclinii*     / c>l  imincdialc  et  a 

1 1  —  A  1 1  —  A  '  .'II—). 

pour  expression     — X —  IlL.fll  — X) -t-  C'°.     Nous  on  déduisons  de  suilt'  linlcirralc  dt>linic  cherchée  cl 
nous  obtenons  ainsi 

1 1  —  \//»o 

Cela  posé,  remar(pions  (juo  nous  pouvons  tuujouis  choisir    X    positif,    car  il  suflil    que     X'^  =1  ti.     ei 


t  = 


l'.Hi  srii  m;s  Fou.MrLEs  des  i.kmili.ks 

(ju  al<>i>  >  cl  h  \aiii'iil  (l,m>  11'  iiiriMi' sens.  H  nous  siiriiiM  (Iniic,  dV'liKlii'i  li's  \iiriali(iiis  (le  ),  (Mi  l'oiiclion 
du  It'inps,  (|iKUul  /  ci'Dil  (1(>  0  ;i  -f- x  ,  cl  im-iuc  de  ne  cousidcrcr  (|uc  les  valeurs  pnsilivcs  do  a.  A 
col  elVel  nous  étudierons  la  l'onclion  inverse  de  eelle-ci,  /  («xpriiné  (mi  fonclion  de  "/.. 

Si  v^/ïg  e>i|  |>lus  pelit  (|ue  II,  il  l'audra,  |)onr  iine  (•clic  roiielion  soi!  dcliniiî,  que  >  <  Il  ;  À  ne 
variera  donc  qu'cnli-e  d  cl  II;  daiileiirs  la  diM-ivéc  de  /  en  l'onclion  de  >,  esl  ;- ;  elle  est  posi- 
tive dan>  loul  cet  inleivalle  ;  donc  la  ronction  est  croissante,  //  cl  /  auf^nientenl  en  même  li'm[)s  ;  mais 
//  n'atleinl  la  valeur  II'  qu'au  bout  d'un  temps  iidini. 

Si  v'/(„  >  II,  il  l'audra  aussi  ).  >  II.  INjur  ces  valeurs  la  dciive(;dc  /  est  m'f;ativ(;  et  la  lonclion 
décroissante  •.  /  et  /;  varient  en  sens  contraire  ;  donc,  puisque  1(>  lenqts  va  toujours  en  augmentant, 
la  haulcur  diminue  et  leiul  vers  II';  elle  nalleint  d'ailleurs  celle  valeur  (la'au  bout  d'un  temps  inlini. 

Il    résulte   de  celte  discussion  que  si     \lh^^  =  11,     le  niveau  ne  varie  pas.  Cela  est  évident  a  priori 

pui-que  dan-^  celte  hypothèse    dli    est  nul.   Dans  ce  cas  l'inlégrale  délinie  n'csl  pas  calculable,  puisque 

LU  —  v/'i,      n"a  aucun  sens. 

♦ 

PliVSinUE 
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Cas  d'une  surface.  —  Considérons  une  surface  sphéritiue  réfringente  de  centre  C  séparant  deux 
milieux  d'indices    »,  el  »..   un  point    lumineux  P,,  réel  sur  la  lij^ure,  silué  dans  le  premier  milieu,  et 

son  image  1%,  virtuelle  sur  la  ligure,  dans  le  second  milieu.  Le 
point  S  étant  la  trace  de  l'axe  secondaire  l'iC  sur  la  surface,  on 
démontre,  en  ne  considérant  que  les  rayons  lumineux  voisins  de 
'c.  fs~  cet  axe,  la  relation  connue 

)li  U-,  lli  —  th, 

sp^~sF2  ^~sc 

On  représente  généralement  les  segments  SPi,  SP,.,  SC,  par  les  lettres  /j,,  /îo,  /•;  mais  il  est  souvent 
utile  de  laisser  chacun  deux  représenté  par  les  deux  Icllrcs  qui  désignent  ses  extrémités  :  tous  les 
auteurs,  on  effet,  n'altrihuenl  pas  la  même  signification  aux  notations  /^,,  /'j,  r,  ce  qui  peut  amener  de 
la  confusion  dans  resi)rit  des  élèves;  la  relation  écrite  ci-dessus  est,  au  contraire,  indépendante  de 
toute  convention  à  ce  sujet  :  elle  est  simplement  conforme  à  la  notation  des  segments  telle  qu'on 
l'applique  en  géométrie. 

Si,  au  lieu  de  prendre  le  point  S  pour  origine  des  segments,  on  prend  le  point  C  qui  jouit,  comme 
le  point  S,  de  la  propriété  d'être  à  lui-même  son  conjugué,  on  trouve  une  relation  de  même  forme, 

»!  //,.  /(]  7ï.^ 

ci\"~cpi  ^    es   ' 

qui  ne  diffère  de  la  précédente,  indépendamment  du  changement  d'origine,  (jne  par  la  permutation  des 
indices.  Cette  formule,  moins  usitée  que  la  première,  i)aic(^  qu'elle  ne  trouve  pas  son  application  dans 
la  théorie  générale  des  lentilles,  est  néanmoins  ulih;  à  connaître. 

Dans  le  cas  d'uni;  surface  rédechissantc,  les  deux  relations  [)rennent  exactement  la  même  forme  : 
I'  el  !''  désignant,  dans  ce  cas,  le  point  lumineux  et  son  image,  on  a 

112 

sp  "^  sF  ~  se:' 

ou  bit-n  1 =: 

cp    cp'     es 
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Cas  d'an  syslcinc  i/aclcofiqae.  —  Quand  l'existence  de  l'image  dun  puinl  lumineux  a  été  établie  pour 
une  seule  surface,  elle  se  trouve  démontrée  pour  un  nombre  quelconque  de  surfaces  réfringentes  ou 
réfléchissantes. 

Considérons,  en  particulier,  un  système  d'épaisseur  négligeable,  S,  formé  de  surfaces  réfringentes 
centrées  sur  un  même  axe,  et  séparant  doux  milieux  d'indices  quelconques.  Soient    F,  et  F2    les  deux 

foyers    principaux,   c'est-à-dire    les    images   de 


Q. 

B, 

J 

\ 

■s. 
S 
\ 

S 

M 

N    ^  ^ 

.  F,        ï\      A . 

P. 

s         ^  ^ 

N 

-^^ 

N 

L 
_____ 

S 

Bz 

points  situés  à  l'inlini  sur  l'axe  dans  les  milieux 
extrêmes.  Imaginons  un  même  objet  perpendicu- 
laire à  l'axe,  placé  successivement  en  A,U,  et  en 
P,Qi.  A  l'aide  des  foyers,  construisons,  comme 
l'indique  la  ligure,  ses  images  successives  A^B, 
et  P2Q2-  Nous  obtiendrons  la  relation  la  plus  gé- 
nérale entre  les  positions  des  points  conjugués  P, 
et  P2  et  celles  des  foyers  F,  et  F^  en  rapportant 
ces  positions  respectivement  aux  origines,  conju- 


guées elles-mêmes,   Ai  et  A  2-  Or  la  figure  met  en  évidence  les  égalités  suivantes 

A,F,        MA,        LS        O2F2       P2F2       AoFo  — A.P, 


A,P, 


MB. 


d'où 


LK       Q2B2       PaA.  —  A2P2 

Al  F,       A,F2 


A,P, 


=  1 


Le  point  S  étant  à  lui-même  son  conjugué,  nous  pouvons  le  substitu(M'  aux  points  A,  et  Aj.  ce  qui 

donne  la  formule  usuelle 

SF\ 

SP. 

Si  l'on  trace  la  droite  BiB^,  le  point  C  où  elle  rencontre  l'axe  est  fixe,  car  F,C  est  égal  à  SF. 
comme  devant  être  dans  le  même  rapport  avec  KB^.  Le  point  C  est  donc  un  centre  optique  qu'on  peut 
aussi  prendre  pour  origine  : 

CP,      CP2 
Pour  avoir  l'équation  de  Newton,  nous  prendrons  pour  origines  les  foyers.  Oi-  on  a 

F,P,  _  A,B,  _  SK  _  F2B,  _  FjAj 
F^,  ~  Â^  ~  SL  ~  FJJ^  ~  fTr,' 


sp;^^ 


F,P,.F2P2  =  F.Ai.F.Aj, 
FiPi.F.P,  -  K,S.F,S, 


d'où 

et,  en  particulier, 

é([ua(ion  usuelle,  ou  bien 

F,i>,.F2p2  =  F.C.F.C. 

En  confondaiil  les  deux  foyers,  on  a  îles  formules  applieables  à  un  miroir  split'ii(|ue. 

En  confondant  les  points  (1  et  S,   on  a  des  formules  applieabli's  au\  lenlilhs  ininre-^  onlin. lires. 

Eiilin  si,  au  lieu  d'un  système  niiiiee.  il  s'agil  d'un  sysiènie  épais,  «m  (b-mmilrera  l'i'xislenee  des 
plans  piincipaux,  ce  (pii  pernielira  ensuite  de  faire  des  eonslruelions  analogU(>s  aux  prèeedenles  et 
d'ètabiii'  les  relalii)ns  entre  les  [losilions  des  points  eonjugU(''S  en  [UiMianl  pour  origines  : 

soil   deux  |>oinls  conjugues  (|nelc(in(|nes. 

soit  les  deux  points  principaux,  qui  remplaeeni  le  point  S  du  cas  i>iécédenl, 

soit  les  deux  points  nodaux,  (jui  reniplacont  le  centre  optique  des  systèmes  minces, 

soit  les  deux  foyers  principaux. 

C.  \\. 
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co.xcoriîs  i)K   is'j:;  [Sui/t 


A(îRf:r.AT10N    DKS    SCIKNCKS    M ATlII'MATIorES 

Mullh'iiKil iijiifs    l'-lriitriilniri's. 

On  donno  un  Irianu'lc  1  et  on  ronsidi'ir  le  liian,<.'le  T'  iiiii  a  |k)iii-  sonitnpls  les  projections  orHioijonales  d'un 
[»oinl  M  sur  les  côlés  du  lriani;le    T. 

1»  Démontrer  que,  si  le  point  M  décril  une  dioile  A  dans  le  plan  du  tiianj,de  T,  les  ccMés  du  triangle  T' 
enveU)ppenl  trois  paraboles  P,  Pi,  Pj. 

Ces  paialioles  sont  inscrites  dans  un  n)rine  angle  ;  on  conslruiru  leurs  loyers  et  leurs  direchices. 

Ouelle  posilion  doit  occuper  lu  droile  A  pour  que  ces  trois  paraboles  soient  langtMites  en  un  même  point? 

2"  Conimenl  laul-il  cboisir  la  droile  A  pour  que  les  direcirices  des  trois  i)araboles  P,  P|,  P..  concourent  en 
un  même  point  il  à  dislance  liiii(>  ! 

La  droile  A  se  dépla(;anl  de  nianirrc  a  salislaire  a  celle  condilion,  liouver  le  lieu  du  jioiiil  II. 

3°  DtMnonlrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  droile  A  autour  d'un  point  lixc  K,  la  directrice  de  la  parabole  P 
passe  elle-même  par  un  point  li.xe  1. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  Kl  lorsque  l'un  «les  points  K  ou  1  décrit  une  droite  dotmée. 

40  A  un  point  K  coirespondent  (rois  points,  I,  li,  ij,  relatifs  aux  diieclrices  des  paraboles  P,  i^,  P... 

On  demande  ([uelle  posilion  doit  occuper  le  point    K    pour  que  les  trois  points    I,  li,  I2  soient  en  ligne  droile 

et  on  propose  de  démonlrer  que,  si  le  |)oint  K  se  déplace  de  manière  à  satisfaire  à  cette  condition,  la  droite  I  lih 

tourne  autour  d'un  point  lixe. 

(4  iidllrt,  (le  7  li.  u  2  li.) 

Mdtliéiiiutiques  spéciales. 
433.  —  On  donne  un  ellipsoïde  K  qui,  rapporté  à  ses  plans  principaux,  a  pour  équation 

a-  0^         c- 

et  une  spbère  de  rayon  r  et  de  centre  A  (a^o,  ^0,  -o). 

Un  considère  les  quadricjues  S  qui  sont  tangentes  à  tous  les  plans  tangents  communs  à  la  spbère  et  à  l'el- 
lipsoïde E  ;  du  point  A  on  abaisse  une  normale  AP  sur  l'une  des  quadriques  S,  et  au  pied  P  de  celte  normale 
on  n)ène  le  plan  langent    II    à  cette  quadrique. 

lo  Prouver  que  le  plan  II  est  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapporta  une  surface  H,,  liomofocale  à  l'ellip- 
soïde L,  re|)résenlée  par  l'équation 

(r  —  p       0-  —  p       c-  —  p 

2°  Prouver  que  le  plan  II  est  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'une  des  quadriques  S;  prouver 
qu'il  est  aussi  un  plan  principal  pour  une  autre  de  ces  quadriques.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont-elles 
vraies  '? 

:{*  Par  tout  point  M  de  l'espace  il  passe  trois  plans  FI  polaires  du  point  A  par  rap|)ort  à  trois  quadri- 
(|ues  IL.,  11.^,  il.,  du  système  homofocal.  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  des  paramè- 
tres À,  ;jt,  V. 

Déduire  des  expressions  ainsi  obtenues  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  trois  plans  II  sont  rectangu- 
laires. 

4°  Trouver  ce  quo  deviennent  les  e.xitressions  des  coordonnées  du  point  M,  soit  quand  ce  point  est  sur  la 
développable  enveloppée  par  le  plan  II,  soit  quand  il  se  trouve  sur  l'arête  de  rebroussement  de  cette  dévelop- 
pable.  En  conclure  le  degré  de  la  développable  et  la  nature  de  son  arête  de  rebroussement. 

0"  'Tout  plan  II  coupe  la  développable  suivant  la  généialrice  de  contact  et  suivant  une    conique.  De  quelle 

espèce  est  celte  conicjue  .'  En  connait-on  des  tangentes  remanpiables  ? 

6"  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  diverses  coniques. 

(.j  juilli'l,  de  7  h.  à  2  h.) 

Composilirni  sur  l'undhjsi'  i-t  ses  appliriiliuiis  (p'oinélriijucs. 

On  considère  la  courbe  0  représentée  par  l'équation 

ix^  -h  t/2j(ic2  +  2axy  +  y^)  +  a;»/  =  0, 
où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire. 
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l.e  paramètre  a  ayant  une  valeur  quelconque  : 

1°  Déterminer  le  genre  de  la  courbe  C  ; 

2°  Former  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  relatives  à  cette  courbe; 

3°  Former  une  intégrale  de  troisième  espèce  devenant  infinie  au  point  double  de  la  courbe  C  ; 

4°  Kcrire  à  l'aide  de  ces  intégrales,  par  l'application  du  théorème  d'Abel,  les  conditions  nécessaires  et  sufli- 
santes  pour  que  quatre  points  de  la  courbe  C  soient  en  ligne  droite,  ainsi  que  les  conditions  nécessaires  et 
suCfisantes  pour  que  huit  points  de  cette  courbe  C  soient  sur  la  même  conique. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  droite  et  la  conique  passent  par  le  point  double  de  la  courbe  (\  ; 

o»  Trouver  combien  il  y  a  de  systèmes  de  coniques  touchant  la  courbe  C  en  quatre  points    M,,  Mj,  M  .  M;  ; 

6°  Déterminei'  les  valeurs  du  paramètre  a  pour  lesquelles  le  genre  de  la  courbe  C  s'abaisse. 

On  étudiera  en  particulier  l'hypothèse  a  =  0,  et  l'on  résoudra  les  problèmes  suivants  pour  la  courbe  par- 
ticulière D  qui  correspond  à  cette  hypothèse. 

I.  Que  deviennent,  pour  la  courbe  D,  les  intégrales  de  première  espèce  relatives  à  la  courbe  générale  C? 

II.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  quatre  |)oints  de  la  courbe  D  soient  en  ligne 
droite  et  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  imit  points  de  tette  courbe  D  soient  sur  une  cnnicpie. 

III.  Trouver  combien  il  y  ,i  de  systèmes  de  coniques  touchant  la  courbe  D  en  quatre  points  :  M|,  .M..,  M  ,  M;. 

IV.  Déterminer  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  doubles  de  la  courbe  D. 

(0  juillet,  de  7  li.  u  2  li.) 
Coinposilion  de  mécanique  raluninelle. 

On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un  cône  droit  dont  le  rayon  de  base  est  I».  Le 
centre  de  gravité  de  ce  corps  est  situé  en  un  point  0  de  l'axe  de  révolution  du  cône,  à  une  distance  U  de  sa 
base.  L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  0  est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O,  suppposé  fixe,  et  la  circonférence  do  sa  base  est 
tangente  à  un  plan  horizontal  fixe  II  situé  au-dessous  du  point  0  à  une  distance  11  de  ce  point. 

Étudiei'  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  circonférence  de  base  du  cône  glisse  avec  frottement 
sur  le  plan  H. 

Calculer  la  réaction  du  plan  II  et  celle  du  point  fixe    0. 

Conditions  initiales.  —  Soient  00'  la  jierpemliculaire  abaissée  du  point  <)  sur  le  plan  il  et  OC  la  position 
initiale  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  [joint  0  sur  la  base  du  cône  : 

A  l'époque  t  =  0,  l'axe  instantané  de  rotation  est  situédans  l'angle  COO',  et  le  sens  de  la  rotation  initiale 
est  choisi  de  telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le  plan  II. 

.9  juillet,  de  7  h .  n  J  h.) 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 

434.  —  On  doime  une  Inperbole  équilatèrc  (II).  On  lui  mène  une  tangente  queIcon(|ue,  (pii  rencontre  les 
asymptotes  en  A  et  15.  En  ces  points,  on  mène  aux  asymptotes  des  perpendiculaires  qui  rencontrent  l'hyporbole 
en  a  et  'p. 

1°  Démontrer  que  ai  est  parallèle  à  AU  et  (|ue  (|uantl  .Mi  varie  en  restant  tangente  à  l'hyporbole  (II),  ai 
enveloppe  une  hyperbob^  éciuilalère  homothèti(|ue  et  concontriiiue  à  l'hyperbolo    11  . 

2"  Par  les  quatre  |)oints  .A,  a,  lî,  [i  passe  une  seule  parabole  il*)  on  outre  du  oou|de  do  droites  parallèles 
.\lî  et  a^  ;  démontrer  que  la  seconde  sécante  conunune  a'i'  à  celte  parabole  et  à  l'hyperbole  (Il  est  parallèle  ;\ 
AU  et  que  quand  AW  varie  en  restant  toujours  tangente  à  l'hyperbole  ill),  a'V  enveloppe  aussi  une  hyperbole 
é(|uilatère  homothéti(|ue  et  concentrique  à  l'hyperbole  (11). 

3°  Lieux  des  centres  des  sécantes  connnum-s  à  l'hyberbole  (II)  et  à  la  par.ibolo  P  ,  autres  qno  celui  du 
couple  a.%  ct'|i'  quand  .Al)  varie  en  restant  assujettie  à  ta  même  condition. 

4°  Par  un  point  M  du  plan  passent  (|uatro  paraboles  telles  (|ue  la  parabole  P  .  Los  quatre  points  ilo  contact 
des  tangentes  à  l'hyperbole  11)  <|ui  leur  correspondent  sont  à  l'inlorscclion  de  l'liy()orbole  Jl  et  d'une  certaine 
ellipse  (E). 

Lieu  des  points  M  tels  que  relIi|)so  (E)  correspondante  devienne  un  corclo.  lieu  du  ctMitro  et  enveloppe 
de  ce  cercle. 

['■>"  Démontrer  (|ue  le  centre  do  gravité  des  »|uatro   p«)iiits  irintorsoition  de  l'ollipso  Jv  cl  do  rinporbolo  (II) 

décrit  une  parallèle  à  une  asymptote  de  celte  dernière  hyperbole,  lorsque  le  point   M  décrit  une  parallèle  à  l'autre 

asymptote. 

.1.   IIms,  repolilour  au  Ivcoo  d'Orléans. 


lyi  (.i;(»Mi.iuii';  DKscim'iivK 


435.  <>ii  i-i)n>i(lrii'  un  Iriaiiu'lc  Al'.C,  fl  luio  droite  (Di  ;  par  un  poiiil  M,  qii('lcoii(|ue  dans  le  plan  du 
Irianulo,  il  passe  deux  conifiues  i-irconsorites  au  lrianf.'lo  el  langcntos  à  la  droite  [D). 

I"  Trouvor  li*  lieu  dos  points  M  pour  k's(|U('ls  les  deux  coniques  qui  passent  par  clwioun  de  ces  points  ont 
pour  lanircnlos  en  A  deux  droites  conjujïuées  harmoniques  par  rajtport  à  AU  el  A(".  ;  montrer  qu'alors  les  lan- 
gentes  en  M  sont  aussi  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  Mil  el  .M(". 

2"  Si  on  fait  jouer  successivonienl  aux  trois  sommets  le  rôle  du  point  A,  on  ohlient  trois  coniques  pour  lieux 
correspondants  du  point  M  :  montrer  qu'elles  sont  bilangenles  deux  à  deux  et  étudier  la  nature  de  chacune 
d'elles,  d'après  la  jtosition  de  la  droite    l)  . 

.'{"  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  P  par  rapport  aux  coniques  circonscrites  au  triangle  et 
tangentes  à  la  droite  iD),  et  montrer  que  celte  enveloppe  passe  par  trois  points  tixes,  indépendants  de  la 
position  de  la  droite  iD  . 

lli  t;oN,  à  Nhnes. 

436  hémimtrer  (|ue  l'on  a 


et  que  l'on  a 

si  ((  est  inférieur  à  c. 


1.-2.3. 

■  n  > 

(^)" 

i.2.:l 

■  n  < 

^r 

DEUXIEME     PARTIE 
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371.  —  /m  lii/iii'  di'  /('/•/ V'  û}j  iHanl  Iracct'  an  milieu  du  cadre  parallèlement  aux  petits  côtés,  on  décrit 
dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  égaux  k  el  ^  de  9°"  de  rayon,  tangents  à  la  ligne  de  terre  et  ayant 
li'tirs  centres  l'esperlifs  a  et  h  à  S""  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  médiane  gh  du  cadre.  Soient  [p,  p')  le 
point  d'intersection  de  ces  dfitx  cercles  le  plus  rapjirnché  de  la  ligne  de  terre,  (s,  s'")  le  point  dont  la  rate 
est  18"°  et  dont  ht  pro/eclion  horizontale  s  est  à  l'intersection  du  cercle  B  et  de  la  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  menée  par  p. 

On  considèrr  :  [°  in  côn<'  dont  la  hasf  est  le  cercle  A  dans  le  plan  horizontal  et  dont  le  soninicf  est  h- 
point  (.V,  .v'j  ;  2"  in  cylindre  dont  la  hase  est  le  cercle  R  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  (ps,  p's\t. 

fonstrnire  la  partie  de  la  projeriimi  h<o'iz(o)lale  de  Vinterseelion  de  ces  deux  surfaces  comprise  entre 
1rs  hnrils  du  rii(lri\  et  la  jtorlif  de  hi  pm'p'ction  verticale  située  aa-dessits  di-  la  ligne  de  terre  jnsipt'nnx 
hiirds  da  einlre . 

(hi  indirntera  à  l'rnrrf  roai/e  la  consirnction  des  puiiits  et  droili's  retnaripiahlrs. 

( hi  siippnsrrii  h's  drnx  siirjnri's  iipagtii's. 

il'lcole  centrale,  2''  xessioti,  JSUl.) 

Lf  cùiic  et  If  t-ylinilrc  donnés  ailiiicllenl  iinr  i^é'néraliicc  coiniuiiuo,  la  droito  ps,  p's'\  leur  inicr 
soclion  se  compose  de  celle  droite  cl  d'une  cubique  gauche. 

Pour  construire  celte  courbe,  nous  prendrons  des  plans  auxiliaires  passant  par  la  génératrice  com- 
mune. In  (le  ces  plans  a  pour  trace  horizontale  pg  ;  il  coupe  le  cône  suivant  la  uénéralrico  sg,  s't/,  el 
le  cylindre  suivant  la  génératrice  rl,r'l'.  Ces  deux  génératrices  se  rencoiilienl  en  un  point  ///.  né  qui 
est  un  point  do  la  cubique. 

Délerininons  la  tangente  en  ce  point  :  les  plans  tangents  le  Imig  des  gém-raliices  SO  el  Hl,  onl 
pour  traces  horizontales  gv  et  rv  ;  n-'  est  donc  la  trace  lidri/niilalc  de  la  tangente  en  M  à  la  couihe  ; 
celle  tangente  se  projette  en  »•/»,  v'né. 

Les  jtoinfs  »,  n' :  j,j';  d,  n,  c,  situés  sur  les  contours  apparents,  se  déterminent  sans  dilliculle  : 
les  projections  verticales  de  ces  deux  derniers  se  trouvent  en  (l(dn)rs  des  limites  de  l'épure. 


(IKOMÉTRIF  DKSCRIPTIVE 


[\):\ 


X 


// 


l'.tt»  Ai.(ii:i{i;K 

Les  (liivclions  asymplolifincs  de  la  Ciuiilic  sont  folles  des  tiénéralrices  parallèles  du  c<Mie  et  du 
oyiindro  donn^'s  ;  l'une  des  asymploles  se  coiiloiid  avec  la  iicnéralrice  />.s',  //.v' ;  lautce  asyinplole  osl 
rinlerseclitiii  avec  le  cylindre  du  plan  auxiliaire  liinile  dont  la  trace  horizontale  est  jio. 

Deleiniinous  enlin  la  ligne  des  pniuls  doubles  de  la  pidjeclinn  huii/outale  de  la  courbe.  C/esl  la 
projection  liori/.iuiiale  de  linttMsection  des  i)Ians  des  contours  apparents  li(ui/.iinlau\  ;  ces  plans  ont 
pour  traces  horizontales  /./"  et  o»/ ;  leur  iulerscction  //  est  la  droite  des  points  doubles,  dont  l'un  est 
en  dehois  des  limites  de  l'epui  e. 

Nous  supposons  enlevés  lt>  cône  el  le  c\iin(lre.  Toute  la  partie  de  la  courbe  silu(''e  dans  le  pieniier 
dièdre  est  doue  vue. 

. *■ I'.    hlCLOS. 

.\ijiî:nni-: 


409.    —    TriMirrr  In  rrlntioii  i/iii  doit  oxisti'r  rntro  les  cnrffirii'iils  du  polynôme 

ax^  -\-  hx-  -\-  ex  -+-  il 
liiiiir  i/ii'il  adniilli'  un  diriscuf  du   second  di'ijrr  de  lu  forme     x'^  —  /„r  +  ;ji     tjui,  htrsriu'ou  ij  donne  ù  x   la 
valeitr  de  la  racine  (jui  n'annule  jtas  ce  diviseur,  prenne  la  râleur  de  celle  racine.  Tniuver,  dans  ce  cas,  les 
trois  racines  du  f)oli/nome. 

I)ésii;nons  par  a.  3,  -;  les  trois  racines  du  polynôme,  ■;  étant  celle  rpii  est  mise  à  j)arl  dans 
l'énoncé  :  le  diviseur  du  polynôme  que  nous  voulons  considérer  prend  alors  la  l'orme 

X-  ■—{■X  -l-p)a-4-a[i, 
et  la  relation  imposée  s'écrit  -(^  —  (a -h  j3)y  -h  a^  =  y- 

Si  nous  ajoutons  et  si  nous  retranchons  y  au  premier  membre,  cette  relation  s'<''(;rit 

^2y2  _  y(x  +  P  +  y)  -1-  aS  —  y  r=  0  ; 
d'autre  part,  nous  savons  que  l'on  a 

a  4-  p  +  Y  = et  a^Y  =  —  —  ; 

a  a 

par  conséquent,  nous  pouvons  écrire  ainsi  l'éciuation  précédente  : 

/y  d 

2y^  +  — 7 T  =  ». 

n  a-; 

OU 

(l)  'laf-\-[b  —  a)f  —  d:^{i. 

Mais  l'égalité  Y'  —  ('^  +  !^)ï  +  '^'P  —  y  =  0 

peut  se  transformer  autiement  :  en  ajoutant  et  retranchant  a^  au  premier  membre»,  puis  remplaçant 

a3  -t-  aY  4-  3y     Pi^r  —  et  2xi  par     —  • —  •     nous  oblen(jns  ainsi 
a  «Y  ' 

c        2r/ 

■r-ï =  0, 

a        a  Y 
ou 

{•!)  af  —  a-;-  —  c-;  —  '±d  =  0. 

Le  piobleine  s'achève  alors  en  exprimant  ((ue  les  é(iualions  (1)  et  (2)  ont  une  racine  commune  et 
en  calculant  cette  racine  ;  or  en  multipliant  la  seconde  par  2  et  la  retranchant  de  la  première,  puis  en 
multipliant  la  première  par  2,  en  letranchant  la  seconde  et  divisant  le  résultat  par  y,  nous  obtenons 
successivement  les  deux  équations 

(a  4-  ff)f  +  -'-■:  +  ^t'  =  »' 
:ia-!^  ■+-  {'ifj  -  a)-;  H-  r  =  0. 
Ces  ib'ux  r'-quations,  regardées  comme  étant  du  piemier  degré  par  rappoil  à  y"  et  h  \\  donnent 

.,2  1 


2c«  —  G^rf  4-  3nd       [)ad  —  ac  —  bc       ''Ah^  4-  ab  —  «*  —  Gac 
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il  n'y  a  plus  (ju'ii  exprimer  que  la  valeur  de  ■;-   est  égale  au  carré  de  celle  de  ■;  pour  obtenir  la  r^'lalion 

demandée  : 

(3)  (2c-  —  Ghd  +  :iad){2fy'  +  ('f>  —  a'  —  Oac)  —  (\)ad  —  or  —  hc-  =  0. 

Le  polynôme  i)roposé  admet  alors  la  racine 

9ad  —  ac  —  hc 

'        2/>^  -+-  (il)  —  a'^  — ■  Gac 

et  les  deux  autres  racines  appartiennent  au  quolienl  ([ue  l'on  obtient  en  divisant  le  polynôme  proposé 

par    X  —  Y  j     ce  sont  donc  les  racines  de  l'équalion 

(ij  ax^  -\-  {ii-(  -+-  bjx  +  <i-{-  -4-  />Y  -t-  c  =0. 

Le  problème  est  alors  entièrement  résolu. 

/tcmufqnr.  —  Une   fois  l'équation  (1)  trouvée,  on  peut  abréger  la  solution  du  problème,  en  adjoi- 
gnant à  celte  équation  l'équation 

uY'  -+-  fi-;-  H-  ry  +  f/  =  0 

qui  est  évidemment  satisfaite  ;  ensuite  il  faut  abaisser  le  système  suivant  au  second  degré  : 

2rty'!  -+-  [h  —  aYC-  —  d  =  0, 

d';^  H-  bY'  -I-  ''Y  -h  d  —  0. 

Ce  dernier  calcul   se  fait  aussi  simplement  (jue  celui  (pie  nous  avons  déjà  fait  en  combinant  les 

équations  (1)  et  (2j. 

A.   LAL'REAUX,  lycée  de  Besançon. 

A  résolu  la  qucstiou  :  M.  V.  l'K(;onii:ii,  rôpélilour  au  collège  de  Celle. 


41 0.  —   l'rouocr  les  .relalioiis  tjui  doivcnl  cxislcr  ciiln;  les  cocfficionls  du  jxj/ijiioinc 

ai''  4-  Ox^  4-  cx^  -h  dx  -f-  /■ 
paui  qu'il  admclli'.   un   diviseur  du  second  degrr^     x- — Ix -\- [x,     i/ui  prenne  Irs  culrars  drs  di'ur  racines 
i/ni  ne  l'annulent  pas,  -{  el  8,  quand  on  y  fait     x  =  y     '^'     •"''  =^  ''     ""     ■''  =  ^     '"'     ■^'  =  ','• 

Trouver,  dans  ces  deut  cas,  les  racines  dn  polynôme. 

Si  nous  désignons  par  a  et  H  les  dt'ux  autres  racinos  du  polynonii',  le  diviseur  que  nous  voulnus 
considérer  a  pour  expression  x^  —  (a -h  ^i.r+a^  et  les  deux  rclalidus  imposées  sont,  ilans  le  [trcniitu- 
cas, 

7- -(«  +  ^)ï +  «?  =  ■;. 

''-   -  (ï4-^)'^  -f-  a3  =  0. 

Nous  nous  |>lacerons  dans  lo  cas  général  oii  ces  relations  sont  réellement  distinctes,  «mi  su|tp'><aiil 

Y  :^  8  ;     elles  peuvent  alors  être   romplaci'es  par  deux  autres  relations  ipi'on  obtient  en  relraucli.iiil 

celles-ci  d'abord,  puis  en  les  multipliant  par  o  et  y  t't  les  retranchant  encore,  et  cnlin  divisant  les  deux 

résultats  [lar    y  —  ^' 'i     nous  (d)tenons  ainsi 

Y  +  o— (a-t-fJ)  — 1  =  0, 

Yi  —  a?  --^  0. 
l'osDUs  alors,  poiu'  abri'ger  l'écriture, 

5( -f- t'i  =  ",  ît?        ".  Y  ^" '^  ^^  '"i  7'^  "^  '■'» 

et    adjoignons  aux  deux  iclalinns  précédentes   les  reialioiis  ([ui  exisleni  entre  les  eoefliciiMii-  et  les  ra- 
cines ;   nous  aiu'ons  ainsi  les  six  équations  (pii  siii\('nl  : 

»  -f-  t'  = »  n  -Jr  V  -\-  nv  =  —  ^ 

a  a 

''  .  ,         f 

XIV  H-  vu    = »  n  c   =  —  y 

a  0 

V  —  u     -  I ,  »'  —  r'     -  0. 

La  i)remièr(>  et  la  eiii([iiième  donnent   n  el  r  : 


',»S  ALdl'HllK 


la  seconde  (li'\  inil  alors    u'  -\-  v'  = ( 1  ),   cl  cnnil)iii(''e  avec  la  >i\irin('.  clic  donne  "'  ol  (."', 

^    '  '■2n  S   \  n' 

t'ii  poilanl  Ifs   Nalciiis   ainsi   tiduvi'i's  dans  la  Iroisirnic  cl  la  (luatricnic  de  nus  équations,  nous  <d)li('n- 
dii'iis  I(>s  ii'laliniis  dtMnandéos  ;   mais,  à  cansf  df  li-galili'     n'  =:  v',     la  lioisirnio  (''(|nalion  se  siinplilic 

l'I  di'\iiMit     it'\ii-i-c)  = on     /)u   =  (/,     co  ((ui   donne  pfjur  n'  une  nouvclh,'  valeur  plus  simple 

II 

que  colle   déjà  Irouvéo  :  la   qualiième   (kiualiou   devieni      *;  -  — Nous  avons  donc  linalenu'nt  les 

II 

deux  lehilions 

(     "-In         H   \  11^  )  ^^    h  ' 

Ouanl  à  la  résolulion  de  It-qualion  du  quatrième  degré,  elle  est  immédiale,  puis(|u'alors  les  éciua- 

lions  ^1)  et  (2)  nous  donnent  les  valeurs  de  »,  i-,  n\  «',  et  que  a  et  [i  sont  racines  de 

X-  —  nx  -\-  u'  =  0, 
7  cl  0.  racines  de 

x^  —  vx  -h  u'  =  0. 

|)ans  le  second  cas,  les  relations  Imposées  sont 

f  — (^-^?)t  +  «P  =  3, 

Nous  nous  j)lacerons  encore  dans  le  cas  général,  où  ces  relalionssoid  vraiment  distinctes,  où  y  7^  0; 
alors  elles  peuvent  être  remplacc'cs  par  deux  autres  relations  (|u'on  obtient  en  relrancliaid  d'abord 
celles-ci,  puis  en  les  relranclianl  encore  lune  de  l'autre,  mais  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  0  et  ■;,  et  enlin  en  divisant  à  chaque  lois  le  résultat  par    ■;  —  0  ;     nous  aurons  ainsi 

-;  +  o  — (a-+-p)-4-l  z=0, 
-:  — ap-hY+3  =  0. 
Atloptuiis  alors  les  mêmes  notations  (juc  dans  le  premier  cas,  nous  auions,  en  tout,  entre  les  (puilre  ra- 
cines, les  six  relations  suivantes  : 

/j  ,        ,  c 

j/  4-  u  = ,  n  -i-  c  -\-  nv  =  —  ^ 

a  a 

d  .  ,         f 

uv  -h  vu   = 1  «  r   =  —  , 

Il  a 

Il  —  V  =  1,  u  —  u'  =  V. 

l)e  la  première  et  de  la  cinquième,  nous  déduisons  "  et  i\ 

■■  =  -4(t-'>     —1(1-)^ 

lu  secondi'  ri  la  sixième  devieumiil  alors 

1    /  h 


II'^V'    = (  —  -i),  »'_y'    =    _  —4-1       , 

Il         4   \a-  /  2   \  a  / 

cl  donni'iil  les  \nlfurs  de   )/'  et  v', 

il  n'y  a  plii<  qu  ii  poileices  valeurs  trouvées  pour     c,  r,   »',  v     dans  la  troisième  et  la  (jualrieine  re- 
lation, [loiir  a\i)ii-  les  conditions  que  nos  liypollirsi'>  inqioscnt  aux  coellicients,  ce  soni  : 


CONCOURS    l)K    lS<)o 


199 


(G) 


n=^. 


Lu  rcsolution  do  l'équalioii  du  qualrièmo  degré  est  alors  immédiale,  puisque  a  et  3  sont  racines 
de  l'éiiualion  du  sejond  degré  x^  —  îix -h '«' =  0,  que  7  et  0  sont  racines  de  l'équation  du  second 
degré     x- — ux -h  u' =  0,     et  que  m,  0,  u' ,  v'  sont  connues,  si  ncjus  supposons  les  relations  G,  vériliées. 


CONÇU  rus  DE   IcSDo  [SuUe) 


l'XOLK  CENTKALH 
Première     Session. 

(iéométrie  descriptive. 

437.  —  On  considère  une  sphère  de  centre  0  dont  la  cote  et  réloigneinent  sont  lixôs  à  'JO'''",  le  rayon  tle 
la  spliùre     I»  =  80""°,     cl  un  cône  de  révolution   dont  le  sommet  ss  est  ainsi  délini  :  la  projetante  de  ce  point 

se  confond  avec  la  tangente  commune  aux  deux  conlours  apparents  de  la  sf)lu'rc 
vers  la  gauche,  la  projection  horizontale  de  5  est  située  sur  le  contour  apparent 
de  la  sphère  et  la  cote  de  ce  point  est  de  230"""  au-dessus  du  plan  horizontal  de 
projection.  L'axe  de  ce  cône  est  une  droite  de  front  *;,  *':;'  qui  rencontre  le 
diamètre  de  la  sphère  parallèle  à  la  ligne  de  terre  en  un  point  -j'  situé  à  droite 
de  0  et  cà  une  distance  de  20°"".  l^a  génératrice  de  front  si)  s'G'  du  cône  s'obtient 
en  menant  de  ss'  une  tangente  au  grand  cercle  de  front  de  la  sphère  dont  le 
contact  a  lieu  en  M.M'. 

Cela  étant,  on  demande  : 

to  De  déterminer  l'interseclion  du  cône  et  de  la  sphère.  On  aura  soin  de 
déterminer,  outre  un  point  courant  et  sa  tangente,  les  jioints  et  tangentes  re- 
marquables ; 

2"  [)(!  représenter  le  tronc  de  cône  limité  |>ar  les  sections  droite-;  des  points 
AA'  et  lîlV  où  l'intersection  rencontre  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère 
en  supprimant  de  ce  tronc  de  cône  la  portion  conqirise  dans  la  sphèie. 

'Tilre  extérieur  :  Inikhsixtiom  uk  deux  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tuonc  de  cône  entaillé  par  une  simiérk. 

La   ligne  de  terre  est  paraHèle  aux  petits  cotés  du  cadre  et  à  ioO™'"  du  petit 


[S  jiiilU'l,  de  7  /(.  a  11  II. 


côté  supérieur.  La  projetante  uo'  est  au  nnlieu  de  la  feuille. 
Cadre  de  0,27  sur  0,  iii. 

J'inisiijiir   ri    fliiinii'. 

I.  —  438.  —  On  forme,  avec  une  balance  juste,  un  baroscope.  Soient  P  et  p  les  poids  réels,  \"  et  c  les  vo- 
lumes des  deux  sphères  à  t"  ;  la  balance  étant  fermée  et  pleine  d'air  sec  à  la  tenq»érature  r'  et  sous  la  pres- 
sion 11,  ré(|uilibrc  existe. 

Montrer  conuuenl  : 

I"  A  tenq)éralurc  conslanle  l'apitareil  peut  servir  de  manoiiiètn',  puisipie  la  tangetde  de  l'angle  d'inclinaison 
du  fléau  est  pro|)ortioiMielle  à  la  variation  de  pression; 

2"  A  pression  et  à  tenq)éralure  constantes  l'appareil  peut  servir  d'iiygroiuèlre  ;  d  siuiit,  en  edVt.  poiu'  jutu- 
voir  calculer  l'état  hygrométricpie  c  d'un  lieu,  d'ouvrir  la  halaiu:e  pour  donner  libre  accès  à  l'air  humide  et  de 
déterminer  les  poids  n  nécessaires  pour  ranuMier  ré(|uilibre. 

3"  (iaculer,  dans  ce  tleuxième  cas,  l'état  hygromélri(pu>  c  correspoiulanl  aux  données  nuineriipie->  sui- 
vantes : 


200  niiKSTioNs  piu)POsr;i;s 


*f  =-^(vap.  (l'eau-,  V  =  lS:i:i'S2,  t  =  27",  n  =  0^-'', 001 203, 

o 
rr  =  0^''-,02;i:i,  r  =  n<'-,  !•',  =  26""»,:;,  a  =:  0, 0(1300. 

II.  --  PropaiMliinis  ilcs  mrt.ilionle-.  Kci'iic  ><oii1(miiimiI  les  l'oi'iiiulcs  des  n'-aclions. 

III.  —  439.  —  Dans  un  halKm  analoj^uo  à  celui  île  Kavoisior,  on  cliauHo  iQiii  duii  niélan^'C  d'oxy^M-iie  el 
d'azole  avec  \00^<^  de  ineiouro.  Ou  arrête  roxpéiienee  i|uand  l'absorplioii  de  roxyi,M'ue  est  lei-ruiuée  (ou  la 
suppose  couiplèle  . 

Après  relVoiilisseuicut,  ou  verse  un  excès  d'acide  sulfuri(|uc  coucculré;  on  cliaulle  jus(|u'à  dissolution 
coiuplèle  et  ou  recueille  le  gaz  qui  se  déf^afie  sur  la  cuve  à  mercure;  ou  le  lucsure  el  on  trouve  0i'',U08.  On 
demande  :  I"  La  nature  du  },m/,  recueilli  ;  2"  Ka  couiixisilion  centésimale,  eu  volumes,  du  mèiani:»;  d'oxyf,'èue  et 
d'azole  conlemi  dans  le  ballon. 

Les  gaz  seront  supposés  secs  et  dans  les  conditions  normales  de  températun;  et  de  pression. 
0  =  (),009o.  Il  =  !.  O  =  10,  S  =  32,  llg  =  200. 

(i"  juillet,  de  :i  h.  a  .;  h.) 
GéoiwUru'  (ntnhflii/itc . 

440.  --  On  lionne  deux  axes  rectangulaires  0.-;  et  0//,  sur  l'axe  des  x  un  point  A  d'abscisse  .>;  =^  p,  sur 
l'axe  des  i/  un  point  lî  d'ordonnée  //  =:  q .  Ilcrire  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  le  point  A, 
tangentes  à  l'axe  des  //  eu  R  et  admettant  pour  diamètre  conjugué  de  0//  une  droite  dont  le  coeflicient  an- 
gulaire est  ))i . 

1"  Faisant  varier  m,  on  cherchera  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilalères  qui  font  partie  du  faisceau 
de  couiiiues  représentées  par  l'équation  générale,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  diamètre  conjugué  de  Oij 
dans  ces  hyperboles  avec  leur  tangente  en  A.  On  distinguera  sur'ces  deux  lieux  les  régions  qui  ré[)ondent  à  des 
hyperbtdcs  pour  lesquelles  les  points  .\  el  li  sont  sur  une  rïicme  branche,  de  celles  sur  lesquelles  ces  points 
sont  sur  des  branches  dill'érentes. 

2<)  Faisant  encore  vaiier  m  et  considérant  les  paraboles  qui  font  partie  du  faisceau  de  coniques  représentées 
par  Féqualion  générale,  on  démontrera  que  par  un  point  du  plan  on  peut  faire  passer  trois  axes  de  ces  para- 
l)olcs.  On  considérera  les  points  du  i)laii  pour  lesquels  un  des  axes  est  parallèle  à  ()//  et  on  cherchera  le  lieu 
des  points  d'intersection  des  deux  paraboles  qui  correspondent  aux  axes  non  parallèles  à  0;/ . 

3"  On  formera  ré(|uation  de  la  corde  commune  A(j  de  ces  deux  paraboles  el  on  cherchera  le  lieu  de  l'inler- 
scclion  d'une  parallèle  à  celle  corde  menée  par  l'origine  avec  les  diamètres  conjugués  de  0//  dans  ces  mêmes 

paraboles. 

C.?  jidllel,  de  7  II.  Il  II  II.) 
(\tlnil  Iriijinwmrlriijiir. 

441 .  -  I  '  Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ABC  dans  lequel  on  connaît  la  surface  S,  le  rayon  r 
du  cercle  inscrit  et  le  rayon  r'  du  cercle  exinscrit  situé  dans  l'angle  A  : 

S  =  832H.-',780,  r  =  927™, 285,  r'  =  t276'",47:i. 

2"  Donner  la  valeur  mininuim  de  la  surface    S    qui  correspond  aux  valeurs  numéri(|ues  données  pour    r    el 

I)our  /•'. 

i.V  jiiillrl,  de   I  li .  <i  .',  h .  1  i\ 


ori'STION  1>U0I>0SKE 

442.  —  On  jnend  deux  axes  rectangulaires   ()x,  Oy,    el  une  droite    1)   ayant  pour  é(|uatiou     i/~mx  —  0. 

!•  Trouver  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  pour  asymptote  ()//,  et  pour  directrice  la  droite  I). 

2"  Lieu  du  foyer  correspondant  à  la  directrice  donnée. 

3°  Pour  chaque  posilion  du  foyer  trouver  le  centre  de  la  couibe  ;  en  déduire  le  lieu  du  second  foyer,  et  le 
lieu  des  sommets  réels. 

4"  Par  chaipie  position  du  foyer,  on  mène  da^  parallèles  aux  asymptotes  de  rhyf)erbole  correspondante.  Ces 
parallèles  renconlrenl  lliyperbolc  en  deux  j)oinls  P  el  O.  Trouver  le  lieu  du  pôle  de  PO  lorsque  l'on  fait  varier 
le  foyer,  el  par  suite  lliyi)erbole  correspondante. 

:-i°  On  suppose  que  l'on  donne  une  posilion  fixe  du  foyer,  et  que  l'on  fasse  varier  la  direction  de  la  droite  I), 
en  faisant  varier  le  coefficient  m.  Trouver  alors  :  le  lieu  du  second  foyer  ;  le  lieu  du  pôle  de  PO  ;  le  lieu  des 
sommets  réels.  A.  Morki.. 

♦ 

Le  Itédacleur-Géranl  :  II.   \  UIBlillT. 
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NOTE  SUR  LE  RESULTANT  DE  DiaX  EOUATIONS  ENTIÈIIES 


Soient     o{x)  =  0    et    'l{x)  =  0    deux  équations  entières,  de  degrés  ])  et   m  ;    considérons  une 

équation   entière  de  degré    ?//,  quelconque,    et  désignons  par    ^i,  a^,  . .    ,  a,„    les    m    racines  de  celle 

équation,   par    S,,  Sj,  . .   ,  S,,,    les    ni    premières  sommes  des  puissances  semblables  des  racines.  En 

représentant  par    a'"  +  Oi.ï"'~' +  .  . , --h  a„,     le  premier  membre  de  celle  équation,  nous  aurons  l'iden- 

lilé     X'"  -+-  «,.2'"-'  4-  ...  H-  a,„  =  {x  —  a,)(x  —  a.) . . .  [x  —  a,,,)  ;      d'autre  pari ,  les  formules    de  Newton 

nous  donnent  : 

S,  +  fl,  =  0 , 

Si-j-MiS,  4-2«.  =  0, 


S,„H-a,S,„_i-f- . .  .  -i- nia,,,  =  0. 

Ce  sont  là  m  équations  linéaires  par  rapport  à  «i,  ao,  . ,   ,  «„„  dont  le  déterminant   n'csl  pas  nul 
par  suite  la  règle  de  Cramer  nous  donne  pour  valeur  de  a,„, 

1  0        0       ...     S, 

Si         2         0       ...      S. 

S,      ... 


S,„_2         ...  Si         s, 


Oll 


1)" 


1      0  ...  0 

S,     Il  ...  0 

S,„  ,  .  .  .  III 

S,      1  l)  ...     Il 

S,      S,  2      0  ...      U 


0  ni 

''m        '-*»i— 1 

Mais  on  sait  (|ue     (i,„  —  (—  l)"''^i'><i.  .  .'^,„  ;     "U  a  donr 


«1^2   .  .  .    ^m   = 


s, 

1 

0 

.      0 

l 

s. 

s, 

^) 

0 

0 

)((  ' 

s„. 

s„._ 

1 

..    s, 

iu-i 


LEÇON    Slll    I.KS    KiNVKLOPPKS 


Si  iiKiiiilciianl  l'i'ii  df^iuiic  par  ?i,  [i.),  .    .,  p,„  les  ;//  l'acines  de     ({/(.r)  =  0,     d  si   i'dii  siipixisc  (lun 

a,,  a., a,„,   it'pri'scnliMil  l(>s  lit  iiotnhi'i'S  «p(P,),  ç>(Po),  ...,  ^pljî,,,)!   on  voit  (Ic  suili'  ([IK'  ri-qualion 

S,       1      0      ...      0 


S,     S,     li 


0 


s,„   s,„_,    ...    s, 


0 


est  la  ii-MiIlanlf  (l(>s  deux  é([iialioiis     o[x]  =  0,     '\i[x)  —  0.      Il  reste  h  iiionlrcr  cununeiil  ou    peiil  cal- 

eiiler  la  soiunie     S^,  =  l[o{<^)/;     pour  cela,  il  sullil  de  se  rappeler  que  si    o;.r)    désigne  un  polynôme 

1 

entier  en  .r,  (|uelcon(|ue.  on  obtient    -0:^0    en  prenant  le  eoeflicient  de  —  dans  \o  développiunent  de 

0(a:)<l'(xi  .  1 

/      ',  ordonne  i)ai'  rap[)orl  aux  puissances  décroissantes  de   x  :  S,,  est  donc  le  coefticient  de    — 

<!i'{x)  X 

dans  le  développement  de        ,  ;'  , —  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 

ii[x) 


LEÇON  Si:U  Ll-S  KXV1>L0PI>ES 


1.  Si  Ton  eonsidère  une  é(iualion  entre  x  et  ?/,  contenant  un  i)arainrtie  arbitraire  /,  /\x,y^  I)  =  0, 
elle  représente,  lorsque  /  varie,  une  infinité  de  lignes  courbes.  Nous  appellerons  cet  ensemble  de 
courbes  un  système  ou  une  famille  de  courbes. 

Sur  chaque  courbe  du  système,  il  existe  un  certain  nombre  de  points  particuliers,  ou  mieux,  des 
points  particuliers  isolés  que  nous  allons  introduire  et  que  nous  appellerons  points  limites  de  la 
courbe  (/j  considérée.  Nous  verrons  que  ces  points  limites  engendrent  un  lieu  que  nous  appellerons 
enveloppe  du  système,  et  que  nous  montrerons  être  tangent  à  chacune  des  courbes  du  système  aux 
points  limites  qu'elle  porte  ;  et  nous  nommerons  chacune  des  courbes  du  système,  par  rapport  à  leur 
enveloppe,  une  rnveloppêe. 

Il  y  a  aux  raisonnements  que  nous  allons  faire  diverses  exceptions  que  nous  signalerons  ;  il  y  a 
même  des  enveloppes  singulières  et  des  enveloppes  exceptionnelles  dont  nous  aurons  à  indiquer 
l'origine. 

Envisageons  donc  une  courbe  it)  du  système  donné,  qui  corresponde  à  une  valeur  /  du  paramètre, 
et  une  autre  courbe  (^  + /t),  qui  corresponde  aune  valeur  voisine,  <  4- /«,  de  la  précédente.  Les 
deux  courbes  se  coupent  en  des  points  qui  sont  donnés  par  les  solutions  du  système  d'équations 

(1)  /■'.!■,  y, /)  =  0,  /(.r,  j/, /-H/O-0. 

Ce  système  étant  équivalent  au  système 


(2j 


/■;,, .,, ,;  =  0,     /ï^.;/.'  +  ^)-/-(a;/.0  ^  u^ 


les  points  de  rencontre  sont  les  solutions  communes  aux  é(iuations  (2).  Quand  h  tend  vers  0,  ces 
points,  mobiles  sur  la  courbe  (/),  tendent  vers  certains  points  de  cette  courbe  que  nous  appellerons  les 
piiints  limili's  relatifs  à  celte  courbe.  Ceci  aura  lieu  si  la  seconde  équation  (2)  tond  vers  une  é(iuation 
limite,  quand  ti  tend  vers  0,  c'est-à-dire  si  la  dérivée  de  /\x,  y,  /j,  par  rapport  à  /,  existe.  Les  points 
limites  sont  donc  définis,  en  général,  par  le  système 

{3)  fix,  y,  /)  =  0,  -^(.r,  y,  /)  =  0, 

et  le  lieu  de  ces  points,  quand  /  varie,  (piand  la  courbe  (/j  se  déforme  et  se  déplace  dans  le  plan,  s'ob- 
tient, soit  en  éliinmant  /  entre  les  équations  (3j,  soit  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  à  x  et  y. 


LEÇON    SUR    LES    ENVELOPPES 


203 


Mais  le  raisonnement  que  nous  avons  fait  peut  ne  pas  donner  les  points  limites.  Il  suffit,  pour  s'en 
convaincre,  de  remarquer  qu'en  remplaçant  le  système  (1)  par  le  système  (2j  et  en  admettant  que  celui- 
ci  ait  pour  limite  le  système  (3),  nous  avons  supposé  implicitement  que  les  deux  symboles  fonctionnels, 
employés  dans  les  équations  (1),  sont  les  mêmes.  Or,  ceci  peut  ne  pas  être,  si  la  fonction  f[x,  j/,  t) 
a  plusieurs  déterminations  fi,  /o,  ..,,  /"/„  et  si,  à  chacune  d'elles,  correspond  seulement  une  portion 
de  la  courbe  ;  car  alors  le  point  limite  envisagé  peut  être  sur  l'arc  /"^(.c,  ?/,  t)  =  0  de  la  courbe  (1)  et 
sur  l'arc  f^'[x,  ?/,  t  -^h)  —()  de  la  courbe  (/  -t-  /*),  pour  h  =  0.  Il  est  fourni  alors  par  les  deu.x. 
équations  /j,.(.r,  y,  /)  =  0  et  [^'[x,  y,  /)  =  0  ;  c'est  le  point  où  ces  deux  arcs  se  raccordent,  et  les 
calculs  précédents  n'ont  plus  de  sens. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  ce  cas  ne  se  présentera  pas  si  /"(x,  y,  /)  =  0  est  une  équation  algé- 
brique et  entière  par  rapport  à  r,  //,  /  ;  c'est  le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  la  géo- 
métrie des  courbes  algébriques. 

L'exemple  suivant  met  bien  en  relief  l'exception  que  nous  venons  de  signaler.  Considérons  un  svs- 


X-  -H  y-  —  2/(.r 


-y)- 

01 
0, 


i' 


0    (axes  reclan- 


x,  //,  0  =  0, 


lème  de  cercles  tangents  aux  deux  axes  de  coordonnées 
gulaires). 

L'enveloppe  est  alors  fournie  par  les  deux  équations    f{x,  y,  i)  =  0, 

x^  H-  y-  —  2t{x  -h  y)  +  /'  =  0, 
et  — (x-f-i/)4-  /  =  0  ; 

et,  en  éliminant  /  entre  ces  deux  équations,  on  a  de  suite  l'équation    xy  =  U,     (jui  représente,  comme 
il  fallait  s'y  attendre,  les  deux  axes  de  coordonnées.  Maintenant,  résolvons  l'équation      f'x,  j/,  t)  =  0 

par  rapport  à  t  ;  nous  aurons  

t  =:  X  -\-y  ±  ^Jixij  ; 

l'équation    f'{x,  y,  l)  —  0,     mise  sous  cette  forme,  ou  sous  la  forme 

X  -h  7  —  /  d=  \ltxy  =  0, 
présente  deux  déterminations  : 

X -i- y  —  l -\- s/'ïxîj  =  0  et  x-\-y  —  t  —  \''2xî/ =  0. 

Envisageons  alors  un  cercle  de  ce  système,  (pii  réi)onde  à  une  valeur  positive  do   /  ;    la   droite 
X  -h  y  —  t  =  0    est  la  corde  des  contacts,  AB,  et  cette  droite  divise  le  plan  en  deux  régions  :  la  région 

négative,  qui  contient  le  point  0,   et  la  région  p<isitiv(\  (|ui  ne  con- 
tient pas  l'origine. 

La  première  équation  représente^  l'arc  AI  H,  (pii  est  dans  la  région 
négative,  et  la  seconde   l'arc  A2n,  qui  est  dans  la  région  positive. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  autre  cercle  répondant  à  la  valeur 
t  4- /<  (lu  paramètre,  les  deux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  le 
premier  sont  sur  l(>s  arcs  (pii  correspondent  respeclivenienl  aux  déter- 
minations 

.i-  -H  ?/  —  /  — v/2ry  =  0  et  x  -+-»/  —  /  —  //  -h  v/±r//  =  0, 

si  h   est  positif,  ou   sur  les  ares  ([ui   C(M-respondent    aux    délerniina- 
tions 

(M  (•  +  Y  —  /  —  /(  —  ^±^1  =  0. 

(|ue  l'on  obtient  pour     //  —  0,     sont  les  points  communs 


x-\-y  —  l~h  ^±vy  =  0 
si  II  est  n('>galif.  Par  suite,  les  [)oints  limites. 


aux  arcs 


et 


X  -hy  —  l  +  "l/xî/  —  0 

Le  lieu  de  ces  points  s'obticMit   en  retranehanl   ees  deux  ('Miualiou 
ou    xy  =  0,     connue  précédennnenl. 


4-  y_/__  ^f±ry  =z  0. 


on  lrou\e  ;iin>i      ''2/ïïxy)  =  0 


'Ali  LKcoN  sLii  m;s  i:.nvi:ia)1'1'i:s 


h'aiilrc  [Mil.  la  iiu'IIhxIc  iiHli(|iUM'  aiiir-rii'iiiciiiciil  n'rùl  doiiiu'  ici  aucun  ri'sullal,  i)uis(iu(;  la  dé- 
rivco  tic  l'une  l'U  (le  Taulrc  (IcItTuiinalioii  par  ra|i|)(irl  ii  /  esl  égale  à  1   et  ne  peut  s'annuler. 

2.  Nous  allons  jn>liliei-  niainlenaiil  le  nom  iVriin-hi/)/»''  tlouni'  au  lieu  des  points  limites.  I*oui'  cela, 
nous  allons  montrer  que  l'enveloppe  est  lan,uenle  à  chacune  des  enveloppées  aux  divins  poinis  limiles 
<ju'elle  porte.  A  cet  elTet,  désignons  par  /«  le  paranièire  de  l'enveloppée  considérée  et  i)ar  a,,,  j/u  les 
coordonnées  de  l'un  des  points  limiles  qu'elle  supporte  ;  nous  aurons 

f{xo>  ?A..  /(')  =  0,  -^  (.r„,  ?/o,  /o)  =  0. 

Hn  outre,  nous  pouvons  r(>garder  /',.r,  //,  /)  =  0  connnc  élanl  r(''quation  de  l'enveloppe,  pourvu 
(jue  /  y  soit  remplacé  par  lu  l'onction  im[)licite  que  donne  l'équation —r-  {x,  y,  I)  =  0  ;  cette  fonc- 
tion a, en  général, plusieurs  déterminations, àchacuncdesquelles  correspond  uneportion  de  l'enveloppe; 
l'une  de  ces  déterminations  se  réduit  à  /o  pour     x  =  a-y,     y  =  '/u,     puisque  ces  trois  nombres  vérifient 

l'équation  —~  =  0;  soit  o(a:,  y)  cette  d(''lerminalion  i)ar(iculière  ;  c'est  celle  (jui  correspond  à  l'arc 
de  l'enveloppe  passant  au  ])oin[-Iimile  (ju,  î/oj,  car  on  a 

/'l^o,  ?/o,  ?Uoî/o)j  ou  /'{Xq,   j/,,,  /o)  =  0. 

La  tangente  à  l'enveloppe  en  ce  point  est  donc 

il  condition  de  remplacer  dans  les  dérivées  partielles  /  par  ç(x,  y),  puis  x,  ?/,  par  a"o,  j/o  ;  or  la  subs- 
titution à  /  de  o{x,  y),  dans  — ~-,  l'annule  identiquement  ;  en  outre,  si  l'on  remplace  /  par  of.r,  y) 

et  (juc  l'on  n'etlectue  aucune  simplification,  <^{x,  y)  prendra  la  valeur  /^  quand  on  remplacera  x,  y 
l)ar  .ru,  J/o  ;  on  aura  donc  finalement  la  tangente  à  l'enveloppe  au  point  (x^,  y„),  en  remplaçant  dans  les 
dérivées  partielles  par  rapport  à  x  et  à  j/,  t  par  ?o,  ^  et  y  par  .ry,  ?/„  ;  mais  ce  calcul  est  jjrécisé- 
ment  celui  qui  donne  la  tangente  à  l'enveloppée  au  point  (.ro,  j/o).  La  proposition  annoncée  est  donc 
établie. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  est  basé  sur  l'existence  de  l'équation  de  la  tangente  à 

l'enveloppée  (/o),  au  point  (xo,  j/o).  Si  cette  équation  est  indéterminée,  c'est-à-dire  si  -y^  (j-q,  .'/o,  'o) 

et  — ^(xo,  î/o,  U)     sont  nuls,  il  n'a  plus  aucun  sens.  Mais  alors  le  point  (.Tq,  »/o^  est  un  point  double  de 

l'enveloppée.  Voyons  ce  qui  se  passe  dans  ce  cas. 

Supposons  que  l'enveloppée  ait  toujours  un  point  double,  quel  que  soit  /;  alors  les  deux  équations 

ll.  =  0,  —^  =  0  ont,  par  rapport  à  x  et  y,  une  solution,  x  =  y{t),  y  =  li{t),  qui  appartient, 
()x  Oy 

quel  que  soit  /,  à  l'équation  /'(.r,  y,  /)  =  0  ;  cotte  éiiuation  esl  donc  une  identité  en  t  ;  par  consé- 
quent sa  dérivée  par  rapport  à  /  est  identiquement  nulle,  et  l'on  a 

ôx  Oy  ()l 

iH.in  X  =  ii't.  Il  =  /(  /);  mais  —^  —  sont  identiquement  nulles  aussi,  puisfpic  ces  valeurs  de  x 
*  •'■'•'  Ox     ()y 

et  y  sonl  une  solution  de  ces  deux  équations;  donc    '-.'-  [y{l],  h{l),  t]  =  0.     Il  résulte  de  là  que  les 

points  doubles  de  l'enveloppée,  f/ui  cxislnit  t/wl  tjuc  .wil  l,  sont  des  points  limites.  Us  décrivent  des 
cnirbes  que  nous  n[)iu'.\U'itni6  cnorlojipca  sinr/ulicres,,  et  pour  lesquelles  la  propriété  de  contact,  quia 


LEÇON    SUK    LES    ENVELOPPES 


20^ 


été  établie  antérieurement,  n'a  pas  lieu,  en  général.  Si  cependant  la  propriété  de  contact  a  lieu  pour 
l'une  des  branches  qui  passent  au  point  double,  dans  toutes  les  positions  de  l'enveloppée,  le  lieu  du 
point  double  est  une  enveloppe  ordinaire. 

Lorsque  l'enveloppée  n'acquiert  un  point  double  qu'exceptionnellement,  pour  une  valeur  particu- 
lière du  paramètre,  ce  point  n'est  pas  forcément  un  point  limite  et  tous  les  cas  peuvent  se  présenter, 
comme  il  résulte  aisément  d'exemples  simples. 

Comme  api)lication  des  théories  précédentes,  nous  allons  chercher  Venveloppe  d'une  cis.wide  droili' 
de  grandeur  constante,  dont  le  point  de  reOrousssement  décrit  un  cercle  fixe,  pendant  fjue  T asymptote  tourne 
autour  du  centre  de  ce  cercle. 

Appelons  t  l'angle  que  fait  la  tangente  de  rebroussement,  dirigée  vers  le  centre,  avec  un  demi- 

diamétre  fixe  pris  pour  demi-axe  positif,  Ox.  L'équation  de  la 
cissoïde,  dans  le  système  Ax,?/i  (voir  la  ligure),  est 

Xi{x\-hUï)  —  arf^  =  0, 

en  désignant  par  a  le  rayon  du  cercle  ;  dans  le  système  O.ï'7', 

cette  équation  est 

{x'  -+-  ay  -t-  y'-{x'  -+-  a)  —  a;/^  =  U, 
ou 

x'{x'-^  +  y"-)  -t-  3«a;'2  +  3aV  -{-  a'  =  0. 

On  aura  donc  l'équalion  de  la  cissoïde  dans  le  système 
fixe  Oay,  en  remplaçant  dans  l'équation  précédente  x'  par 
a;  cos /-+-?/ sin  /,  et  y'  par  — a;  sin  / -j- y  cos  /  ;  on  obtient 
ainsi 

{x  cos  t  H-  y  sin  t j{x-  +  y-)  +  3a{x  cos  /  +  y  sin  t)--h  3«-(j;cos  /  -+-  y  sin  /)  -\-(t^  =  0. 
Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  uniforme  de  x,  y  et  t;  nous  pouvons  donc 
obtenir  l'enveloppe  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  /,  et  en  éliminant  /  cnire  celle  nouvelle  équa- 
tion et  la  précédente. 

Nous  obtenons  d'abord 

( —  a?  sin  f  -H  y  cos  t)[x^  +  y'^  +  Qa{x  cos  t  -+-  y  sin  /)  •+■  3a^    =  0; 

cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

—  0."  sin  /  -f-  y  cos  /  =  0, 

et  V*  -H  //-  -+-  Cuiix  cos  /  -+-  y  sin  /)  -+-  3n^  =  0. 

Si  l'on  prend  la  première,  l'élimination  de  /  est  immédiate,  car  on  a  de  suite 

cos  t       sin  /  l 


X  y  v'»'*  -+-  ?/■•' 

puis,  en  portant  ces  valeurs  de  cos  /  et  sin  /  dans  l'éciuation  de  la  cissoïde, 

v/F+l^(.r2  _,_  ,/2  _j-  3„2)  ^  3rt(.r2  -+-  y'^) 4- „^  =  0  ; 
cette  équation  se  transforme  aisément  on  la  suivante  : 

(.r»  H-  yi  —  n^)»  =z  0. 

On  a  donc  ainsi  trois  fois  le  lieu  du  i)oint  di^  rebroussenienl  ;  e"(>st  cvidtMunKMit  uiu^  iMivt'lopp(>  sin- 
gulière, d'après  l'énoncé  même  de  la  (pieslii)ii. 
Si  on  prend  la  si^condi^  équation 

x-  -t-  t/'  -H  V)a  (x  cos  /    f-  y  sin  t)  -\-  3'/*  --  0, 


elle  (lonn(>  ininu'MliatrnKMil 


,r  eos  /  -f-  y  sin  /  = 


.T^-f-?/*  -+-3'»* 
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lit'signuiis.   pttur  abicj^'cr,      .r- -h  y^ -\- '.hr     pai'    n    v\    iciuiilacons     x  CAts  l -\-  ij  i>\n  I     par     — ; —     dans 
l'éciuation  do  la  cissoïdc,  muis  aiutnis  ce  (lui  reste  à  trouver  de  reiivddppc 

1 h<i^  =  0, 

Vui        Vin 

on  ir  —  n(,''  =  0. 

Cette  (Mpiation  se  déconii)ose  en  deux  autres, 

u  +  2^/3^/-  =  0  et  II  —  2v/3rt2  r=  0, 

ou  .r-"H-|/-  +  (3-f-2v^3,f/- =  0  et  x'  +  i/- —  (2v/3  -  3)a2  =  0; 

la  première  représente  un  cercle  imaginaire  et  la  seconde  un  cercle  réel,  fous  deux  concentriques  au 
cercle  donné.  Ils  constituent  la  véiitable  enveloppe. 

3.  Pla(;ons-nous  maintenant  dans  le  cas  particulier,  qui  se  rencontre  fréquemment,  le  plus  souvent 
même,  où  la  fonction  /(.r,  ?/,  ()  est  un  polynôme  entier  en  x,  y  et  t,  et  désii^nons  par  n  le  degré  de  ce 
polynôme  par  rai)porl  à  /.  Le  système  formé  par  les  courbes  f{x\  y^  t)  —  0  est  un  système  d'ordre  »?. 
c'est-à-dire  que  par  un  point  du  plan  (t,  ?/),  il  passe  n  courbes  du  système  :  en  effet,  Téquation 
fix,  y,  t)  =  0  où  X  et  y  désignent  des  nombres  donnés,  donne  »  valeurs  pour  le  paramètre  t  : 
'i,  /.>,  . .  ■ ,  l,n  et,  à  cluicune  d'elles,  correspond  une  courbe  du  système.  Pour  les  points  de  l'enveloppe 
totale,  c'est-à-dire  du  lieu  total  des  points  limites,  la  dérivée  de  cette  équation  entière  en  /  est  aussi 
nulle  ;  l'équation  /a,  y,  i)  =  0  admet  une  racine  double,  et,  par  suite,  les  points  de  l'enveloppe 
apparaissent  comme  étant  les  points  du  plan  par  lesquels  passent  deux  courbes  du  système,  qui  sont 
confondues.  Nous  aurons  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  exprimant  que  l'équation  entière  en  /, 
f{x,  y,  /)  =  0,     admet  une  racine  double,  c'est-à-dire  que  son  discriminant  est  nul. 

Celte  nouvelle  manière  d'envisager  la  question  conduit  immédiatement  à  l'enveloppe,  dans  le  cas 
où  l'équation    f{x,  y,  /)  —  0     est  de  l'une  des  formes 

M'  +  2B/  4-  G  =0, 

kl'  4-  B/  +  C  =  0. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  de  l'enveloppe  est 

AC  — H-  =  0; 
dans  le  second,  elle  se  décompose  en 

A  =  0  et  /jH'-i-27AC^  =  0; 

nous  verons  d'ailleurs  que     A  =  0    ne  fait  pas  partie  de  la  véritable  enveloppe  et  est  une  nivcloppr 

exceptionnelle. 

Dans  le  cas  où  l'équation  a  la  forme 

A/'4-3Hr--h3C/+  1)  =  0, 
l'enveloppe  a  pour  équation 

(AD  —  BCf  —  4(AC  —  B^)(BD  —  C^j  =  0  : 

enfin  si  l'équation  donnée  est  de  la  forme 

M'  -h  4B/3  +  6C/-  -{-  ADl  4-  E  =  0, 

l'équation  de  l'enveloppe  est     P  —  27J- =  0,     en  désignant  par  1  et  .1  lr>s  doux  invariants  fondamen- 
taux de  réfjuation  du  quatrième  degré. 

4.  Il  ai  rive  souvent  qu'une  conrhc  du  système  est  double,  c'est-à-dire  telle  (jue,  jjour  chacun  de 
ses  points,  on  obtient  deux  fois  le  paramètre  qui  lui  correspond.  Alors  cette  courbe  fait  tout  entière 
partie'  du  lieu  total  des  points  limites.  .Nous  lui  donnerons  le  nom  û'envelniipe  excejitioinielli; .  C'est  ce 
qui  arrive,  en  particulier,  (juand  on  clierclic  l'enveloppe  d'un  système  de  droites,  pour  toutes  les  tan- 
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gentes  inflexionnelles  ol  tangentes  nnuUiples  de  l'enveloppe  ordinaire,  qui]  est  alors  la  courbe  dont  le 
système  des  tangentes  coïncide  avec  le  système  donné. 

Voici  un  exemple  :  Proposons-nous  de  chercher  l'enveloppe  du  système  de  droites  donné  par  l'équation 

(/2_i)x-i-2r^v  +  <*  +  3/2  =  0. 

Si  nous  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  t,  nous  aurons,  pour  définir  le  lieu  total  des  points  limites, 

les  deux  équations 

'itx-{-Qt-y  +  it^-hGt'  =  0, 

et  (r-^— l)x- 4-2/^1/  +  /^  4- 3<  =  0. 

La  première  est  identiquement  vérifiée  pour  /  =  0,  et  la  seconde  se  réduit  alors  à  a?  =  0;  l'axe 
des  y  est  donc  une  première  enveloppe  cxccptiormeile.  Si  on  divise  alors  la  première  par  :2/,  et  que 
l'on  résolve  ensuite  les  deux  équations  par  rapport  à  a:  et  y,  on  remarque  que  les  expressions  qui  don- 
nent X  et  y  sont  indéterminées  pour  l^  —  3  =  0.  Pour  ces  deux  valeurs  de  /,  t  =  —  /3~,  t  =  \/3  , 
les  deux  équations  en  x  et  y  représentent  la  même  droite,  à  chaque  fois,  et  les  deux  droites  qui  corres- 
pondent à  ces  valeurs  des  paramètres  sont  encore  des  enveloppes  exceptionnelles  ;  elles  ont  pour 
équations 

a:-j-3v/3'?/  +  9  =  0, 

et  x-S^y-i-d  =  0. 

La  véritable  enveloppe  est  alors  fournie  par  les  valeurs  simplifiées  de  ./•  et  de  j/,  et  a  pour 
équations 

X  =  t",  >i  = •• 

C'est  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  admet  pour  tangentes  inllexionnelles  les  trois  droites 
signalées  comme  enveloppes  exceptionnelles. 

5.  La  théorie  des  enveloppes  va  nous  permettre  de  résoudre  un  problème  très  important.  Il  s'agit 
de  la  discussion  d'une  équation  entière  à  deux  paramètres. 

Désignons  par  /  l'inconnue  de  cette  équation,  par  x  et  y  les  deux  paramètres  et  regardons-les 
comme  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  ;  supposons,  en  outre,  les  coenicients  de  l'équation 
réels.  Les  racines  de  l'équation  on  /,  /(x,  //,  t)  =  0,  sont  des  fonctions  continues  des  coefficients  de 
l'équation,  et,  par  suite,  des  fonctions  continues  de  x  et  de  y.  11  suit  de  là  que,  lorsque  le  point  (x,  y) 
décrit  un  chemin  continu  dans  le  plan,  les  valeurs  de  t  varient  d'une  manière  continue;  par  consé- 
(juenl,  le  nombre  des  racines  réelles  ne  peut  changer  qu'au  moment  où  l'équation  acquiert  une  racine 
double  ;  car  cela  ne  peut  arriver  que  de  deux  façons  :  ou  bien  parce  que  deux  racines,  d'abord  imagi- 
naires conjuguées  l'une  de  l'autre,  deviennent  réelles  ;  ou  bien  parce  que  deux  racines,  d'abord  réelles, 
deviennent  imaginaires  coiijugu(''os.  Dans  les  deux  cas,  au  moment  du  passage,  les  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  se  réduisent  à  leurs  parties  rt'elles,  qui  sont  les  mêmes,  et  il  y  a  une  racine  d<uible. 

Si  l'on  construit  alors  le  lieu  total  des  points  pour  les(iuels  il  y  a  une  racine  double,  c'csl-à-dire  le 
lieu  total  des  points  limites,  on  aura  divisé  le  plan  en  régions  telles,  cpie,  daii-^  lune  d'elles,  les  mêmes 
choses  se  passent  pour  chaciue  point.  Il  suffira  donc  de  recoimaitre  la  nature  des  racines  de  re(pialion 
en  /,  eri"un  point  particulier  de  chacune  d(>s  régions. 

Ai'i>Li(;.\ri().\.  —  Discuter  réi/uatiioi 

/*  -f-  2/^//  H-  t\x  -H  3)  —  X  =  0 . 

ijuund  le  point    {x,  y)  se  meut  dans- le  plan. 

Nous  av(Uis  trouvé  que.  l'enveloppe  totale  se  compose  des  (|uatre  parties  : 

,r  =  0,  X  4   :\^y  ■+-  0  =  0,  x—  iWS y  +  \)  =  0, 

<*-H  1 
et  de  la  ctuube  x  =  <*,  y  = ■ — 
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(lonslruisdiis  coWo  c'(iiirlH\  ri  iu>us  iilaocruiis  cnsiiilc  los  liuis  dioiles  Irouvros,  (|ni  sont  los  l;in- 
giMilos  iiilloxionnollos  dt^  la  (Nnirlxv 

Nous  n'mar(|inMis  il'abcnl  ([U(\  si  l'on  cliaii.m^  /  en  —  /,  x  no  cliangc  pas  cl  (}uo  //  no,  fait  (lue  clianjror 
(lo  sii^no  ;  la  conibo  ost  donc  s\n»élri(iue  par  rapport  à  Ox,  et,  on  lonanl  coniplc  de  celle  syniôlric,  il  sullil 
do  faire  varier  /  de  0  à  -+-  x  .  Dans  col  intervalle,  x  croit  toujours,  do.  0  à  -}-qo  ;  y  croît  depuis  /  =  0 
jus(|u\à  /  =  1,  il  décroit  (Misuile  ;  (mi  précisant  avec  les  valeurs  particulières  de  y,  nous  voyons  que  y 
cioit  do    — X     à    — 2,    puis  (locroil  do     — 2    à    — x  ;     il  atteint  sou  niaxinuun    — "1    pour    /  =  1, 

y'        1  —  /2 
.r  =  I.     I,(^  coi^flioiont  ani;"ulair(^  do  la  laue;cnle  est     -V  =     ,,  ,     :     il  ost  positif  depuis     /  =  0     ius- 

X  2/^ 

(lu'à    /  =  1,    |(uis  négatif:  il  est  inlini  pour    /  =  0,    nul  pour    /  =  1,    et  nul  encore  pour    /  =  +x  ; 
dans   rinl(M"vallo,  il  liasse  i)ar  un  niininiuni, —  i    pour     /  = -+- v^3  . 

La  branche  inlinio  cjui  correspond  aux  petites  valeurs  de  t  esl  asymptote  à  Oy  ;  celle  qui  cor- 
respond aux  valeurs  infinies  de  /  est  parallèle  à  Ox,  et,  par  suite,  parabolique. 

La  courbe  est  alors  aisée  à  construire  :  nous  avons  obtenu  la  branche    AHCD,    dans  le  sens  AB(>!). 

Il   n'y    a  plus    ((u'à   achever   la 
f:i)  2r.2i 


(3)  2r,2i 


courbe  à  l'aide  de  la  symétrie 
constatée  au  début. 

Sur  la  figure,  la  courbe  a  été 
tracée  en  trait  fort,  ainsi  que  ses 
trois  tangentes  d'inflexion,  Oa?, 
HC,  HC.  Nous  avons  ainsi  di- 
visé le  plan  en  11  régions  numé- 
rotées ;  il  n'y  a  plus  qu'à  recon- 
naître ce  qui  se  passe  en  un 
l)oint  de  chacune  d'elles. 

Dans  la  région  flj,  nous  prendrons  un  point  sur  0.r,  y  =  0,  a7>»0;  l'équation  en  t  est  alors 
bicarrc'o,  /^-f-(a- -H  3)/'-  —  a?  =  0,  et  admet  deux  racines  imaginaires  et  deux  racines  réelles;  nous 
indiquerons  ce  résultat  par  les  signes  2/',  2/.  Nous  étudierons  de  même  les  régions  (11)  et  (6). 


Dans  la  région  (2),  nous  prendrons  un  point  infiniment  éloigné,  situé  sur  la  droite     y  = 


(i 


en 


ce  point,  l'équation  se  réduit  à  P  -4-3/^  —  3  =0,  qui  a  ses  trois  racines  réelles  ;  la  racine  infinie  étant 
simi)le  est  réelle  aussi  :  il  y  a  donc  quatre  racines  réelles  (symbole  4/-).  Le  môme  fait  se  produit  dans  la 
région  (10). 

Dans  la  région  (3),  nous  prendrons  un  point  infiniment  éloigné,  situé  sur  la  droite  y  =  x  ;  en  ce 
point,  l'équation  se  réduit  à  2/^  +  T-  —  1  =  0,  qui  a  deux  racines  imaginaires  ;  il  y  a  donc,  dans  toule 
cette  rè'gion,  doux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (symboles  2r,  2/).  F.o  môme  fait  se  pro- 
duit dans  la  région  (9). 

Lnlin  nous  étudierons  les  régions  (4)  et  -■'))  en  jjrenant,  dans  la  première,  x  très  petit  et  positif 
et  y  =:  2,  puis,  dans  la  seconde,  un  point  infiniment  éloigné  sur  la  droite  y  =  — x.  D'ailleurs  on 
peut  remarquer  que  la  région  (7)  a  été  t'tudiée  en  même  temps  (|ue  la  région  (3)  et  que  les  régions  (o) 
et  '7)  donnent  1rs  mémos  r<''sultals,  à  cause  de  la  symétrie. 

6.  11  nous  reste,  pour  liMininer  cette  élude  dé'jii  un  i)ru  longur,  à  parler  du  cas  où,  dans  l'f'qualion 
générale  des  courbes  du  système,  figurent  n  paramètres,  liés  entre  eux  j)ar  //  —  1  rolalions,  de  telle 
sorte  qu'il  y  ait,  comme  [)récédemment,  un  paramètre  arbitraire.  Soient  t,  /,,  t^,  ...,  /„  ,,  les  »  pa- 
ramètres, liés  par  les     n  —  l     équations 
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■2(»î> 


,'/.(^  /.,  /o, . .  ,  <«-,)  =  0, 
!j2{t,  II,  t,,  . .  ,  /„_o  =  0, 

gn-i{t,  tu  ..  ,  /„_,)  =  0, 
ot  soit  f{x,  y,  ^  /„  /,,     .    ,  ;„_,)  =  0 

l'équation  générale  des  courbes  du  système. 

Nous  pouvons  envisager  /,,  t^,  ,..,  /„_,,  -comme  étant  des  fonctions  de  /,  tirées  des  n — 1 
relations,  et  appliquer  la  méthode  générale.  Nous  aurons  à  prendre  la  dérivée  complète  de  l'équa- 
tion f{x,  y,  /,  /|,  ...,  /„_,)  =  0,  par  rapport  à  t,  et  à  y  remplacer  les  dérivées  de  /,,  ^2,  ••  ,  ^l-l,  par 
rapport  à  /,  par  leurs  valeurs  déduites  des  relations  gi,  =  0.  Or  ce  calcul  revient  au  fond  à  la  déri- 
vation des  n  équations     g^  =  0     et     /*=^0    par  rapport  à  /,  et  à  l'élimination  entre  les  n  équations 

dl„_. 


.     .    ,,  ,       dti       du 

ainsi  obtenues  de    —r--,    — ;— i   • 
dl        dl 


dt 


Les  dérivations  indicpiées  donnent  d'abord  le  système 

ôf       df  dh  àf   dln-i 


ôl 


()t,    dt 


Oi/i      agi  dti 


dtu-i     dt 

agi    dt„-i 
J/„_i    dt 


=  0, 


=  0, 


Ogn^i       ôg„  1  dit 


Og„_i  dt„_i 


<)t  ôl,     dt  dt„_t     dt 

ensuite  l'élimination  des  dérivées  de     /|,  /2,  •  .  -,  /«-i,     donne  lo  délerminant  : 

ôf  ôf  ôf 


ôt 

Ôti 

ôt,.^i 

ôgi 

ôgi 

ôgi 

ôt 

Ôli 

ôt„^i 

àgu-i 

<^.7"-' 

<hj»-i 

dt  ôti  ôl„__, 

Il   suffit  de  joindre  cette  équation   aux   ii   é(pia(ions     g,,  =  0,     /"  =  0,     et  (IClinuiier  h^s  paramo 
/,  /,,  .  . .,  /„_,,    entre  foules  ces  é(|uatioMS,  pour  obtenir  ré((uati()n  do  l'envebqtpcv 

Dans   le  cas  particulier  où  il  n'y  a  ([ue  deux  paramètres,  /  ef  /,,  le  syslènu'  final   se  conquise 
trois  équations 

,/(/,  /,)  =  0, 

ôf     _    àtt 
()g  ôg 

~ôt        'ôT, 

ef,  en  èliminanl   /  (>l   /|  cnfre  cllfs.  on  a  rt'inialion  de  rcnvrloppi". 

11  y  a,  [tour  ces  deux  cas,  des  appiicalions  classi(|ucs  (|uc  nous  ne  vouloii-^  pas  pn''S('nftM',  el 
simplificafioiis  accidcufclles  du  calcul  ipic  le  Icifcur  lionvcra  indiquées  d;ins  ions  les  ouvrage^-  tlitl. 
(pies.  Cet  ai'tiile  est  déjà  Irop  long  ;  il  est  iniilili^  (pie  nous  entrions  dans  des  dèlails  connus . 


Ires 


de 


(les 
leti- 
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Mathématiques. 

426.—  ^h\  (lonnr  :  d'une  part  ilciix  droili's  L)  '■/  D'  )ir  se  coupant  pas;  d'autre  part  doux  antres 
droites  A  et  A'  ne  se  coupant  pas.  On  considère  une  droite  imriahle  OA  passant  ])ar  l'oriijine  0,  et  située 
dans  le  pl(in  de  l'oordonnées  xOi/ . 

1"  h'ormer  l'ètjuation  de  la  surface  du  deuxième  deipé  S  (/ui  contient  D,  D',  et  OA. 

±>  La  surface  S,  '•/  /"  surface  analoijue  S  qui  contient  A,  A'  et  OA,  se  coupent,  en  dcliurs  de  OA, 
snirant    une   certaine   courbe.   Troucer   la   surface    lieu   (jéonirlriipie   de   cette  courbe   Inrscpte  0.\  décrit   le 

plan  xOij. 

3°  héterminer  les  droites  situées  sur  cette  surface. 

\o  l'Uudier  complètement  cette  surface  dans  le  cas  pnrticul'ier  où  les  (piatre  droites  D,  I)'.  A  et  A'  sont 
iniatre  i/énrratrices  d'un  mente  si/stème  d'un  bijj)erb(doide  qui  fiasse  au  jioint  0;  et  montrer  (pie,  dans  ce 
cas,  le  lieu  comprend  un  plan  qui  demeure  invariable  lorsque  1rs  quatre  droites  décrivent  resjieclivemcnt 
di's  plans  passant  par  le  point   0. 

>,  .|i.  —  On  cftMservi'ra  les  n()l;iliiins  iii(li(|ut''es. 

Première  solution.  —  Pour  plus  de  commodité  et  do  généralité,  nous  changerons  los  nola- 
lii)us  A  cl  a'  on  I),  et  D,.  ot  nous  supposerons  que  la  droite  OA  décrit  un  plan  ciuelconfiue  11  pas- 
sant par  l'origine  0. 

Lé(nialion  de  H  sera 

Ar  +  H?/-f  C:  =  0. 
Les  équations  de  1)  seront 

l    P  =  ax  +  bij  +  r:  =  0, 

(   Q  =  xr  +  <^y  -+-  •;:.  -h  \  =  0. 

Les  équations  de  IV,  Dj,  D'   seront  de  même  respectivement 

^    P'  =  a'j-f--  •  =  0,  J    P,  =  a,a:H-..-  =  0,  (    P[  =  a,x -\- •■■  =  0, 

\    0'  =  a'.r  4-    •■  =  U,  I    Q,  =  a..x  -t-  ■••  =  0,  (    Q;  =  a/j-  +  •  •■  =  0. 


Les  équations  de  OA  seront 


avec  la  condition  A>.  4-  H;a  -+-  (//  =  0. 

1"  L'équation  d'une  quadrique  passant  jjar  1)  et  D'  est  de  la  forme 

/•PP'  -f-  ijVQ'  -H  hQV  -h  /.QO'  =  0. 
J->rivant  (jue  cette  f|uadii(|ue  contirnl  OA,  on  trouve  sans  pein(> 

/■  =  a'X  H-  pV  -^  y'v  —  fotX  H-  [i.a  +  -p)' 
7  =  —  (rt'X  H-  //,u  -t-  c'v),  Il  =  al-h  b^i  -t-  rv,  /.•  =  0. 

L'équation  de  S  est  donc 
).rf,'  _  .^jpp'  _  ,;'pQ'  ^  f,\y'Q]  _,_  ar(p'  —  p}PP'  —  bV(J'  -H  bV'Q]  H-  v[(y'  —  vjPl''  —  c'PQ'  +  cP'Q]  =  0. 

2"  L'équation  de  S,  ((|ui  remplace  S)  est  de  môme 

).fra;-.,;l^p;-./;p,Q;-^a,p;Q,]4-p[(p;-^^,)p,l^-//,p.o;  +  /^p;Q,J  +  •-l(Y;-70^^'"- 

!,••  liiii  dt'  1  intersection  des  surfaces  S  et  S,  est  donc  représenté  par  l'équation 
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(7/  _  a)PP'  -  a'PQ'  +  aP'Q  ([J'  —  p)PP'  -  //PQ'  -h  /^P'Q  (-('  —  y jPP'  -  c'PQ'  +  cFQ 

0  =     (a'-aOP,P;-^iP,Q;  +  r,,P',Qj       (p;_ [i,)p,p;  _ //,p,Q;+/,,p',Q,       (v,_v,)P,P',_c',P,q;  +  c.P.Q, 

ABC 

On  voit  tout  de  suite  que  la  somme  des  éhhnents  de  la  première  ou  de  la  seconde  ligno,  multipliés 
respectivement  par  j?,  y,  z  est  idenliquement  nulle  ;  le  second  membre  de  l'équation  précédente  est 
donc  divisible  pai'  A.r+H7  4-C:,  et  le  ([uotient  f[ui,  égalé  à  zéro,  représente  la  surface  demandée 
dans  la  seconde  question,  est  évidemment  indépendant  de  A,  B,  C.  Celte  surface,  que  nous  appelle- 
rons ï,  est  donc  indépendante  du  plan  H,  et  son  équation  entière  peut  s'écrire,  par  exemple,  sous  la 
forme 

j_  r[(P'  -  P)pp'  -  fyiH}'  +  /jp'q'm  -  Y.)P.p;  -  '-'.p^Qi  +  ^-iP'.Q.i  ] 

X  l  -  ([i',  -  ?.)P.P1  -  ''aPiQ;  -f- />.p;q, Il (t  - t;PP'  - c'PQ'  +  '^p'q;  J* 

3°  La  surface  S  est  du  troisième  ordre.  D'après  son  équation,  elle  contient  évidemment  les  six  droites 
dont  voici  les  équations  : 

P  =  0     j  P'  =  0     )  p,  =  0     I  P',  =  0     )  P  =  0     I  p,  =  0     I 

Q  =  0   ('         Q'  =  0   ('         Q,  =  0   S'         q;  =  0   ï'         P'  =  0   ('         p;  -  o   i' 

c'est-à-dire  les  droites   D,  D',  Di,  Di,    et  les  deux  droites    C,  Ci    menées  par   0    et  rencontrant,  la  pre- 
mière D  et  D',  la  seconde  Di  et  D',. 
Deux  cas  peuvent  se  présenler  : 

a)  Les  droites  C  et  Ci  sont  distinctes  :  ccst  le  cas  général. 

Alors  on  voit  aisément  que  la  surface  1'  est  complètement  délinie  par  la  condition  de  contenir  D, 
1)',  1),,  D'i,  C  et  Cl.  En  effet,  il  faut  19  conditions  simples  pour  définir  une  surface  du  troisième  ordre  ; 
d'autre  part  pour  qu'une  telle  surface  contienne  une  droite,  il  faut  qu'elle  en  contienne  i  points. 
Comme  C  et  Ci  se  rencontrent,  que  C  rencontre  D  et  D',  et  que  Ci  rencontre  D|  et  D',.  la  surface  ï 
est  assujettie  précisément  à     14-5X3  =  10    conditions  simples. 

b)  Les  droites  C  et  Ci  sont  confondues. 

Alors,  la  droite  C  est,  d'après  l'équation  même  de  ï,  ligne  double  sur  ï.  Tout  plan  passant 
par  C  coupe  S  suivant  une  seule  droite  autre  que  C  :  la  surface  est  réglée.  Outre  la  directrice  C  qui 
est  double,  elle  possède  une  autre  directrice  simple,  savoir  la  seconde  droite  qui  rencontre  les  quatre 
droites  D,  D',  Di,  D;. 

L'équation  d'une  surface  du  troisième  ordre  ([ui  a  pour  ligne  double  lave   Or,    par  exemple  .  esl 

de  la  forme 

y-{lx  -t-  viy  4-  HZ  -\- p) -\-  z'-{l'x  4-  m'y  4-  it'z  -h  /)')  4-  yz(fjx  4-  »')  =  0, 

et,  i)ar  suite,  il  faut  H  condilinns  simples  pour  déterminer  une  telle  snrfaciv 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  connaissance  des  quatre  génératrices  D,  D',  I»,,  D  ,  n'équivalant 
qu'(à  8  conditions,  on  voit  qu'il  faut  encore  trouver  une  condition  pour  déterminer  complètement  la 
surface. 

A  cet  cfl'et,  supposons  que  la  droil(>  C  soit  l'axe  ()x,  ce  (pii  revient  à  l'aire  a  =  n'  =  Oi  r=  a\  =  0. 
L'é(|nati()n  de  ï  peut  s'écrire  encore^ 

0  ::-  -i  I  (a'-a)pp'i(p;  -  ;i,)p.p;  -  /',p,u;  I  /'.p,u;-(«,-'.)p.p;[(?'-^)pp'  -  ato'4-  m'o  |. 

I;es  termes  de  degré  moindre  y  son! 

i_  |^(a'-a)PPV'.P'.  -  /';P.)  -  («',  -  «.)I\P1(M»'  -  /'  P   j 

ou  encore 

(a'  -  a)(/v,c'.  -  /y;c,)PP'  -  (:t',  -  «,)(Ac'  -  b'c)\\P\. 
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l'c  i|iii   inniilr.'   (|iii>   les   i\vu\   |tl;iiis   lanuciils   i-n    H    ;i  la  suifaoc    ï    sont  cunjuj^iiés  dans  l'iiivoliilion 
(Iclt'iiiiiiit'i'  pai'  1rs  deux  couplfs  i\<'  plans 

1»  _  0     ]  I',  ■=  0    1 

V  -  0   \  V'i  =  0   ] 

T('lli>  est  la  CDnditiiiii  cIkmcIkm'. 

Les  (huiles  siliuM'S  sur    ï    soiil  dclei  iniii(M>s  dans  le  cas  parlicnlier    (b). 
liidalivciiuMil  an  cas  jj;(^n('ral   (a),    nous  [('[ncndions  la  (lueslion  plus  loin. 

4"  Supposons  li's  (lualrc  dioitos  I),  1)',  Di,  I)',,  •i|)|)ail(Mianl  ii  nno  nicnic  (piadriqne  sans  se  rencon- 
trer. Alors  cell(>  (piadriqne  l'ail  parlie  d(^  ï,  car  toute  droite  rencontrant  I),  0',  Di,  1)',,  appartient  à  ï 
el  A  la  ([uadriiiu".  La  siuiace  ï  reiifcrnu'  donc  encore  un  plan.  Si  la  quadriquc  ne  passe  pas  en  0,  les 
droites  C  et  C  sont  distinctes,  et  par  suite  le  pLan  cherché  est  le  pLan  de  ces  deux  droites.  Il  reste  fixe 
si  h^s  quatre  droites  données  décrivent  respectivement  des  phms  passant  par  le  point  0. 

Si  la  qnadri(|uc  passe  en    0,    les  droites    C    et    C,    sont  confondues.  On  est  dans  le  cas    (b).    La 

surface    -    admet   comme   plans  tangents  en    0    le  [)lan   langent  à  la  (luadrifiue  et  le  [»lan  cherché  : 

celui-ci  est  donc  le  conjugue  du  phui   tangent  h  hi  ([uadriquo  dans  Linvolution  déterminée  par  les 

couples 

P  =  0    ]  P,  =  0 

P'  =  0   )  P'i  =  0 

Il  ne  reste  lixe,  lorsque  les  droites  données  décrivent  respectivement  des  plans  passant  en  0,  que 
si  le  plan  tang(Mit  à  la  f|uadii(iue  garde  lui-uKMne  une  position  fixe,  ce  qui  ne  résulte  pas  des  conditions 
données.  On  voit  (pu;  lénoncé  de  la  (pialriéme  (juestion  peut  être  moditié  de  deux  façons  différentes, 
au  choix,  pour  devenir  exact. 

5»  Etudions  maintenant  la  disposition  des  droites  situées  sur  la  surface  i],  dans  le  cas  général  (a). 
Nous  élahlirons  d'abord  deux  lemmes  : 

1"  //  y  n  dix  droites  situées  deux  par  deux  dans  cini]  plans  (jui  rencontrent  unr  drnilr  quelconque 
appartenant  n  une  surface  du  troisième  ordre  -  non  réglée . 

Supposons  ([ue  la  droite  connue  sur  ï  soit  Ox.   L'équation  de   ï   est  alors  de  la  forme 

ç,   et    -l   étani  des  fonctions  du  second  degré  en   x,  y,  ::. 

Coupons  2  par  un  plan  passant  par  Ox,  z  =  li/.  L'équation  de  la  projection  de  la  coni(|ue  de 
section  sur  le  plan  des  xy   est  alors 

Le  discriminant  de  cette  équation  est  du  cinquième  degré  en  X  :  il  y  a  donc  c\]\i\  plans  passant 
par  Ox,   coupant  chacun  ï  suivant  deux  droites,   C.  Q.  ¥.  D. 

2**  //  7  a  27  droites  situées  siir  une  surface  du  troisième  ordre  non  réylée,    -. 

Considérons  un  plan  P  coupanl  ï  suivant  trois  droites  :  un  tel  [>lan  (wisle  d'après  ce  qui  précède. 
Toute  droite  située  sur  ï,  et  en  dehors  de  P,  coupe  l'une  de  ces  trois  droites;  d'ailleurs,  chacune  de 
ces  trois  droites  en  rencontre  dix  autres,  et  par  suite  huit  qui  ne  sont  pas  dans  le  plan  P.  Il  y  a  donc 
3XH   ou  24  dioites  situées  sur   ï   en  dehors  de    P;    en  tout,  27  droites  sur    X. 

Ceci  posé,   il   est  facile  d"(''uuinérer  les  27  droites  situées  sur  la  surface    ï   considérée  plus  haut. 

On  connaît  d'abord  les  0  droites  I),  D',  1),,  I)',,  C,C,. 

Le  plan   (CC|)  coupe   ï  suivant  une  droite   H. 

Les  plans  (CD).  (CD'),  (CiD,),  (Cil);)  coupent  ï  chacun  suivant  une  nouvelh»  droite;  soient 
E,  K',  F!|,  E',,  ces  quatre  droites. 

La  droite    E   du  j)lan   (CDE)    rencunli(^    1),   et    1),    (jui   ne  rencontrent  ni    C    ni    1);    de    même    E' 
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rencontre  Di  et  U;,  Ei  et  E;,  rencontrent  l)  et  D'.  Le  plan  (EU,)  cuupe  ï  suivant  une  droite  F,,  et 
le  plan  (EiD')  rencontre  ï  suivant  une  droite  qui  n'est  autre  que  F,  :  en  ollet,  la  droite  F,  du  plan 
(EI)iFi)   rencontre  les  droites  E',  et  D'  qui  ne  rencontrent  ni  E  ni  Dj. 

De  même,  les  plans   (El)',)   et   (E,D')   rencontrent  ^   suivant  une  mémo  droite  F,  ; 

—  (E'D.)   et   (E'.D)  —  F; 

—  (E'D,)   et   (EiD)  —  F'. 
D'ailleurs,  on  voit  comme  plus  haut  que  les  (piatrc  droites    F,  F',  F,,  F',    rencontrent  la  droite    H. 
En  tout,   nous   connaissons  déjà   13    droites,   qui  sont   toutes   réelles,    si   les  droites   données 

D,  D',  Dj,  I)',   et  le  point  0  sont  réels. 

Il  existe  maintenant  deux  droites  P  et  Q  rencontrant  les  quatre  droites  dijunées.  Les  huit  i(lan> 
(PD),  (PI)'),  (Pi).),  (PD,),  (QD),  (QD'),  (QD,),  (QD'i),  déterminent  dans  S  8  nouvelles  droites  R,  R',  U„  R',. 
S,  S',  S,,  s;.  D'ailleurs  la  droite  II  du  plan  (CCiH)  rencontre  P  et  Q,  car  P  et  Q  ne  peuvent  rencontrer 
ni  C  ni  Ci,  puisque  D  et  D'  ne  sont  pas  dans  un  môme  plan,  et  qu'il  en  est  de  même  de  D,  et  D',.  Les 
plans  (PII)  et  (Qll)  déterminent  encore  dans  ï  2  nouvelles  droites  U  et  V. 

Voilà  donc  12  nouvelles  droites  qui  complètent  le  nombre  27  :  Ces  12  dernières  droites  sont  réelles 
ou  imaf^inaires  en  même  temps,  puisque  P  et  Q  dépendent  d'une  équation  du  second  degré  et  que  les 
10  autres  résultent  linéairement  de   P  et  Q. 

Il  serait  facile,  pour  achever  de  se  rendre  compte  de  la  disposition  des  27  droites  que  nous  venons 
de  trouver  sur  S,  de  dresser  un  tableau  dans  lequel  on  verrait  les  10  droites,  situées  deux  par  deux 
sur  5  plans,  qui  rencontrent  chacune  des  27  droites  de  S.  Il  suffira  d'appliquer  toujours  le  même 
principe  ({ui  nous  a  déjà  servi  si  souvent  :  si  un  plan  coupe  S  suivant  trois  droites,  toute  autre  droite 
située  sur  la  surface  rencontre  l'une  de  ces  trois  droites.  Il-  A- 

Deuxième  solution.  —  .le  vais  démontrer  que  toutes  les  surfaces  S  et  I  passent  respeclivenienl  par  les 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche.  Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  génératrice  d'une  surface  S,  autre  que 
OA,  passant  par  le  point  0,  doit  s'appuyer  sur  D  et  D'  ;  cette  génératrice  dd'  est  fixe.  D'un  autre  coté,  le  plan 
xOy  coupant  la  surface  S  suivant  une  première  droite  OA,  la  coupe  suivant  une  autre  droite  passant  par  les 
traces  di  et  di,  des  droites  D  et  I)',  sur  le  plan  xOi/.  Il  s'ensuit  que  toutes  les  surfaces  S  passent  par  li's  tpiatre 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  D,  D',  {dd'),  {did[).  De  même,  on  peut  dire  que  toutes  les  surfaces  ï  passent 
par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  analogue,  A,  A',  (So'),  (o,5i).  Un  plan  quelconque  coupera  les  deux 
faisceaux  de  surfaces  S  et  1'  homographiques,  suivant  deux  faisceaux  de  coniques  C  et  V  homographiques.  Los 
coniques  C  passent  par  quatre  points  fixes,  intersection  du  plan  P  et  du  (juadrilatère  gauche  I),  0'  [dd'),  (did'i). 
Les  coni(|ues  r  passent  aussi  par  quatre  points  lixes,  intersection  du  plan  P  et  du  quadrilatère  A,  A',  (oo'),  ^OlO',). 
Les  conicjues  C  et  V  engendrent  donc  une  (piartiquc  i)ar  leur  intersection  ;  la  surface  totale  engendrée  par  l'in- 
tersection de  S  et  de  ï  est  donc  du  quatrième  ordre.  Le  plan  .<()//  faisant  partie  du  li(>u,  on  voit  en  définitive 
que  le  lieu  demandé  sera  une  surface  cubique,  passant  évidemment  par  les  droites  I),  I)',  A.  a',  [d  i  ,  (oo'). 

On  peut  du  reste  remarqtier  que  ces  six  droites  suffisent  à  déterminer  la  surface  cubitpu».  En  elfet,  pour 
déterminer  une  pareille  suiface,  il  fiiut  l'assujettir  à  dix-neuf  conditions.  Or  chacune  des  droites  A,  A'.  1),  D' 
équivaut  à  quatre  coiulitions  ;  dd'  fournil  encore  deux  conditions,  car  cette  droite  rencontre  déjà  les  deux 
droites  I)  et  D',  enfin  oo'  ne  fournit  |)lus  (pi'une  seule  ctnidition,  car  elle  rencontre  les  ilroiles  A.  A'  et  dd'.  On  a 
donc  en  tout  dix-neuf  conditions  ;  la  donnée  de  ces  six  droites  doit  donc  sutliie  pour  determiiuM*  toutes  les  autres 
droites  de  la  surface  cubique.  N'oiii  conuneid  on  peut  les  mettre  en  évidence. 

Considérons  le  plan  déterminé  par  la  droite  d(f'  cl  la  dioite  I)  ;  il  coupe  la  siMlacc  culiupu'  -uivanl  une  troi- 
sième droite,  I)',,  (pii  joint  évidemmenl  les  traces  de  A  et  A'  sur  h;  |>lati.  Les  Irois  plans  \[dd'  ,  I)  ,  \oo'),  A^, 
[(oo'),  A'],  fom-nirout  de  mènu^  trois  droites  Oi,  A',,  A,,  appartenant  à  la  surface  cul)ique  et  jouissant  de  propriétés 
analogues.  Ensuite  les  deux  droites  Li,  1/,,  (pii  s'a|)puient  sur  les  droites  D,  I)  ,  A.  A'  appartiennent  aussi  à  la 
surface.  Soient  l  et  /'  les  traces  de  ces  deux  droites  sur  le  plan  des  droites  '/*/'  et  ôo' ;  la  droite  //'  est  évidem- 
ment la  troisième  droite  de  la  surface  cubique  située  dans  le  plan  de  ces  deux  droites.  Les  plans  [{II'),  Li]  el 
[(//'),  L'i  1  coupent  la  surface  cubique  suivant  deux  droites  L'  et  L  qui  Joignent  évidemment  les  traces  des  droite^ 
I),,  I)',,  A|,  A',,  sur  les  plans  corres|)ondanls.  Nous  constituons  ain^i  doux  svstèmes  de  six  droile<. 

1).  I)',  A.  A',  l..  L' 

I),,  d;,  a,,a;.  L,.  1.;. 


214  l'COLI-:    .NOllMALK    SI  IMiUlKlRE 


U'U  i|ii'iiiic  tliiiitf  (II-  l'un  dos  syslciiifs  rt'iu'niilic  cimi  iiiilics  didilcs  ;i|i|),iil(Miimt  à  raiilr(î  sxslrmc.  Ainsi  la 
ilioilo  |)  iTiiciMiIre  loult's  les  dioiles  du  second  sysiônio  anhcs  (pic  l)|,  la  dioilc  D'  loulu.s  les  droilos  du  second 
sysliMUL*  autres  (|ui!  D',,  ot  ainsi  de  suite.  Considérons  alors  les  |)lans  l)A'i  el  A'Di  ;  ils  se  coupent  suivant  une 
droite  ipii,  rencontrant  lescpiatre  droites  1),  l\,  A',  !),,  ajtpartienl  à  la  cuhiipu!.  Or  il  existe  autant  de  manières  d'as- 
socier «ItMix  plans  analogues,  fpi'il  y  a  de  inanirres  de  combiner  deux  à  deux  les  six  droites  du  premier  système 
par  exemple  :  On  aura  donc  ainsi  ('.-;  ou  (|uinze  nouvelles  droites,  (pii,  avec  les  droites  des  deux  systèmes,  com- 
plèlcnt  les  viiiu'l-sepl  droites  de  la  surface  cul)i(pie.  11  est  à  remanpier  que  les  droites  dil'.  II',  oo'  comptent 
parmi  les  (juiti/e  droites;  il  suflit  d'associer  les  plans  1)1)',  el  Dil)',  LL',  et  Lil-',  -^A',  et  AiA'. 

Dans  le  cas  où  les  (|uatre  droites  l),  D',  A,  A'  sont  les  quatre  génératrices  d'un  même  hyperholoide  il,  une 
i,'ènéralrice  du  système  autre  que  D  rencontre  ces  «juatrc  droites,  par  suite  se  trouve  sur  la  surface  cubique, 
l.'livperboloide  11  fait  donc  partie  du  lieu  ;  en  outre  il  reste  un  jilan  11  qui  est  évidemment  le  plan  {drl'),  (oo').  Or 
ces  droites  peuvent  être  délinies  comme  interseclion  des  plans  01)  el  01)',  puis  OA  et  Oa'.  Le  plan  11  est  donc 
lixe  quand  ces  |)lans  restant  (ixes,  les  droites  1),  1)',  A,  A'  viennent  à  varier. 

1  a  ib'iiioii<liMlioii  liiinbe  en  défaut,  (|uaiid  l'Iiyperboloïdc  passe  par  le  point  O. 

[''lnei  (Lycée  de  Lille). 
♦ • 
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429.  ^  f'iii'  Iriiiilh'  dr  verre  est  limilcc  d'un  côté  par  une  surface  sphcriqnc  convexe  de  rrii/o)i  R  ;  la 
seconde  surface,  de  ra I/o»  S,  passe  j)ar  le  centre  de  la  première  ;  l'épaisseur  de  la  lenlille  est  donc  égale 
à  H. 

I.  —  On  déterminera  la  position  de  l'image  d'un  idijet  ijuelconqw  et  .son  grossissement  ; 

II.  —  /ji  lentille  étant  emplogée  comme  loupe,  on  examinera  s'il  est  possible  de  trouver  une  position  de 
l'n'il  tell,'  ipir  l'image  paraisse  achromatique. 

III.  —  On  déterminera  les  positions  el  grandrurs  de  toutes  les  images  d'un  même  objet  dues  aux  ré  frac- 
lions  et  réflexions  simples  ou  multiples  dans  cette  lentille. 

I.  —    Snicilt   : 

.\  le  sommet  de  la  première  l'ace, 

O  le  sommt't  et  E  le  centre  de  la  seconde  lace, 

I*K  un  objet  (inelconque, 

QL  son  image  par  réfraction  dans  la  première  face, 

P'K'  son  ima^'c  par  réfraction  dans  la  lentille, 

//  l'indice  de  la  lentille. 

On  a  successivement,  en  prenant  b-  point  O  pour  origine  commune  des  segments  (voir,  h  ce  sujet 
la  noie  j)ublièc  dans  je  unnu'io  du  mois  (raoùl), 

1  n         i  —  » 


et 

il'oii  l'un  lire,  on  éliminant  00, 


OQ      OF  O.V 

n  1  n  —  1 

ÔQ  ~  Op  "^     01-:    ' 

^     —    "'  t\l   "  * 


'Il  bien,  en  jiosant     OA  —  U     el     EO  =  S, 

i  «2      '  ,/  n  \   \ 


OP 


expifs^ioii  facile  ii  discuter. 
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Pour  avoir  le   grossissement,  traçons  le  rayon  KO,  (|ui  traverse  la  première  l'ace  sans  dévialiun  et 
se  réfracte  dans  la  seconde  suivant  OT,  direction  sur  laquelle  se  trouve  K'.  La  considération  des 


triangles  OPK  et  OP'K',  dans  lesquels  les  angles  en  0  sont  petits  el  liés  par  la  loi  de  Descartes,  donne 

immédiatement 

P'ii'  _      OF 

pk"~  "  ôp" 

II.  —  La  lentille  étant  employée  comme  loupe,  soit  V'K'  Timage  virtuelle  rouge  et  P"K  l'image 
virtuelle  violette  de  l'objet  PK  ;  la  direction  K"0  est  plus  déviée  que  la  direction  K'O.  L'observateur  verra 
une  image  achromatique  s'il  peu!  placer  l'œil  au  point  de  rencontre  dc^s  directions  P  P  et  K'K  ;  ce 
point  de  rencontre  doit,  i)our  cela,  se  trouver  à  droite  de  la  lentille,  ce  ([ui  exige  (jue  l'on  ait 

P'K'  <  P'K', 
ou  bien,  en  utilisant  la  formule  du  grossissement  et  appelant  //    l'indice  pour  le  viohM. 

j>'.OP"<  ».0P'. 
En  remplaçant  OP'  et  OP"  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  OP.  on  trouve,  tous  calculs  faits, 

i  1  1 

ÔP  ^  TT  ~  T^  ' 

li'objel  étant  réel,  la  valeur  minima  d(>  OP  est  R  ;  cette  valeur  satisfait  à  la  coiidilion  prt''oédente  ; 
la  valeur  correspondante  d(>  OP'  esl  donnée  par  l'étiuation 

1  II        n  —  1 

ÔP'  ^  T  "^       S~  ' 
elle  est  positive  et,  par  conséquent,  acceptable. 

La  valeur  maxima  de  OP,  compatible  avec  racliroinalisnie,  esl  ilonnci'  par  rcgalite 

J_  _  J 1_. 

OP  ~    ]{     '  »//'S' 
S  (''lant  plus  grand  (pie  M,  celle  valeur  esl  positive  et  coirespond  à  un  objel  réel:   la  valeur  corrt'spon- 
(lanle  de  OP'   esl  doiuii'e  par  réipialion 


1  /  J \_ 

OP'  ""  "V  R       "^ 


u  —  i 

S 


elle  est  eniNire  positive  (>l  aeeeptal)le. 

Si  Ton  (h'signe  par  ('.  la  position  que  doit  avoii'  rteil,  on  Irouvt^  ai^i'inenl 


l  ,/     1  1.  1    \ 

m=""lôp-ir-^;;;7sj 


( 

el    les   valeurs   limites   de  ("O.    eorre><pon(laul    aux    NaliMU''^    limite'^   île    OP.   -oui    ie<pt>i>livenii'nl   S  et 
l'inlini. 
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III.         .Nous  lai>M>ii>  (If  inir  les  i;im)iis  rcllrcliis  cxlfi  iciii  niit'iil  sur  la  piciiiii-ie  i'aci'  :  ils  coiros- 
[xmdfiil  au  cas  duii  iniioic  splici  iiiur  «iidinair»'. 

La  icIVaclion  en   A   diuiiit'  ri'iiualinn  (l(''jà  l'ciilc 

.    >  J ^  ^  i  — " 

^"'  00        01»   ^     OA 

l'no  pirinièro  n''llt'\i(in  iiiir-iiiMin',  suilarac»^  O.  junduit  du  ])niiil   O  une  iiiint;(>  1*,  dont  la  posilion 
osl  (lt>iMu''o  \yM  rt'(|ualinii 

'  00  "^ 'ôïïr  ~  "oi;  ■ 

Lue  douxii'iiie  léllexiuu  inléiieuio,  sur  la  l'ace  A,  doiuio  uiic  imago  IV,  telle  que 

(2)  1 -^  — -, 

^  OP,         0I>,  OA 

et  ainsi  de  suil(\ 

Tne  2Â-'^""  rellovion  inlérieure  s(«  l'ail  sur  la  face  A  : 

1  l  J 

^'''^  oPo/,_,  "^  ôp;;;  ^tû" 

Une     ("2/.-  -h  I)"'""     rélloxion  intérieure  se  fait  sur  la  face  0  : 

112 

1"   Cils  il'iiii    iiinnliii'  pair  de  ri'flcxions  intérioiii'cs.  —  Les  rayons,  après  la  2/i"""   rélloxion,    se 
réfraclonl  on  O  et  Inrnionl  Tiniage  P'  : 

'^  ^  ÔPsA       OP'  OE 

Mullipliiins  les  éiiualions  do  (a)  à  (2/.)  alternativement  par     + //     vi     — /;.     ré(|nali(in  {/))  \mr 
—  I     ol  ajoutons  ;  il  vient 


OP'        OP 


!{         S 


■ 

^hW/-^                      1 

)' 

A 

-J^^^-^ 

IV 

\       ^~~~^^^,^ 

-"'\ 

\   ^^.1 

f 

y 

Supposons,  on  ]i,ii  lirnliei ,  ()P  très  piand,  la  valeur  correspondante  ^\^'  OP',  (pie  nous  désignerons 
pai-  /"',   est  donnée  par  li'Mpiation 

-  =  _(„_, :(--_)+2/,,,(-  +  -^ 

Pour  /.  =  0.  /■'  esl  néiiatif  :  /.•  jucnanl  les  valeuis  I,  2,  .'{,  ...,  etc.,  /''  est  positif,  diminueol 
lenil  vers  0. 

(",onsi(lt''r(»n>  un  jioinl  K  de  robjel  et  le  lavon  KIO  ;  les  réiloxions  inti'uieuros  laissent  ce  rayon  sur 
l'une  des  directions  symétriques  l)|  ri  Ol'  et,  ipiand  il  se  rédracle  on  0,  c'est  sui\anl  lune  des  directions 
syiuélritjuos  OT  ol  OT'.  I^os  images  du  poiiit  K  correspoinlanl  à  0,  2,  't.  ...,  ele.,  réiloxions  inl(''- 
rieures  sont  donc  allernati\ enient  sur  l'ime  ol  sur  l'autre  de  ces  deux  directions.  Les  iuiages  de  l'objet 
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-il- 


peuvent  être  droites  ou  renversées,  et  leur  grossissement  est  donne  par  la  formule  générale 

P'K'  _  _^     OP' 
"PK  "~  ~  "  ÔP  ' 
2°  Cas  d'un  nomhro  impair  do.  réflexions  intérieures.  —  Les  rayons,  après   la      (2/i-i- 1;'^""     ré- 
flexion, se  réfractent  en  A  et  forment  l'image  P"  : 

n  1  n  —  1 


(c) 


OP"      0P2,,+,  OA 

Multiplions  les  équations  de  {(i)   à    (2/cH-l)    alternativement  par     —1     et     +1,     léqualion  (c) 
par    4-1     et  ajoutons,  il  vient 

1    _  12   ///  — 1        1  \       2/c  /  1  1 

K 


OP        n   \     R  S  /        n  \  R         S 


La  seconde  distance  focale,  en  particulier,  est  donnée  par  l'équation 
_1_  _    2    /n—[        1  \       2Â;  /  1         ^ 

f  ~'~  V~"r       's'y~Tr\¥^"s 

Pour  /.■  =  0,  /'"  peut  être  positif  ou  négatif;  Â-  prenant  les  valeurs  1,  2,  3,  ...,  etc.,  f  est 
négatif,  diminue  en  valeur  absolue  et  tend  vers  0. 

Le  rayon  KIO  ne  peut  émerger,  après  un  nombre  impair  de  réllexions,  que  suivant  les  directions 
symétriques  01  et  01',  les  images  successives  d'un  objet  peuvent  être  droites  ou  renversées,  et  leur 
grossissement  est  donné  par  la  fonnule 


PK 


qp" 

ÔP" 


C.   R. 


A  résolu  la  qiieslion  :  M.  liAiiMr.r.NiKs,  lycée  de  Douai. 
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École  Polytechnique    1894)  {sui(c). 
Ai,  ci;  nui:. 
2!J1.        I.oisiiu'im  (l(''U'iiiiiii;uil  ildidic  impiiir  csl  syiiu''tri([iii'  muiclu'.  il  est  iili'ntii|iiomiMit  nul. 


232.  —  Drcomposer  la  Iraclinii 


.j-  —  1 


(.r—  \)\x-\-  1) 


•Ml  ('l('mt>nts  simples. 


(P.) 


2;$îi.  —  f'criro     m  =  ' (,)iiclli'   sorte  tic   Imuliim  est  co  .'  Kliidier  les  viirialimis  île  eelte  fonction  iiiian<l  .r  varie 

X  —  1 

(le    — oo     il      (-00.     Pour  .r  posi  tir  ([ue   peut  on   dire  rclalivenient  an   polynôme.'   Quand    m  nu):mento   indénniment   par 

valeurs  iJaires,  roniinent  se  déform<\  la  courlie  représentative  cntic      -  l     et      •    I  '  ,1'.) 

234.  —  Kornuiles  fondamentales  de  la  lrif;onomélrii'   spliériiiue.   (hiellc's  sont  les  formules  i|ui    l.-ur  eorrespomlent   en 
trigonométrie  reetiligne?  Va\  déduire^  ces  dernières.  (. 

235.  —  llésondre  l'éiination    a  sin  .r  t- /;  cos  .r  =  c.    Conditions  de  réalité.  ^C.) 


■JIS  QUESTIONS    POSltKS    MX     l'A  \  M  UNS    ORAUX 

'2'Mi.  —  CheirlitM"  un  polynôme  ontier  en  .r  de  dénié  )ii  au  plus  (|ui,p<)ur    m-f-1     valeurs  île  la  varialde, prenne    ni  t- 1 
valeuis  (lonui'es.  Kxpressioii  ^t'ut'ialc  des  po!\nonies  de  dc^n'  (luclcHiupic  rc'iioiulaiit  :i  la  ([ucslidii.  (F.) 

•2:17.  —  l-'.tudier  la  variation  de    y  =  HïlJ^.  (p  \ 

X 
2^8.    -  ('.  licidir    sin  -.r  en  fonction  de  cos  a.  (L.) 

2;iîr  —  V.ilenr  de    ti;  -^  lorsi|u'on  donne   sin  a.  (P.) 

2'i0.  —  On   deinai\de    une  relation  entre    tg  — ;-   et  eos  a.    Vérifier  trigononic'lri<nienient  les  n'siiltats.   Alg(''l)ri(inement 

Ig  —^   est  doiniT'e  par  une  ('(|nalioii  du  tl'~  degré  ;  trouver  les  trois  racines  positives  de  celle  éipialion.  Faire  cori'espondre  les 

(i 

racines  trouvées  aux  ares  (|ui  sont  donnés  par  la  trigonométrie.  (P.) 

2'il.  —  Séparer  les  racines  de  l'éepiation    .r  =  fg  r.     Peut-on  appliquei'  le  lliéorènie  de  Uolle  ?  (P.) 

242.  —  (conditions  pour  ([u'une  équation  du  7"  degré  ait  une  racine  double  et  une  racine  triplé.  (L.) 

243.  —  Variation  de     1/  =  xV~.  (P.) 

244.  —  Décomposer  en  tractions  simidcs  la  fraction 

(P.) 


[x  —  lY{x^ -h  2x -h  2 

3x»+p 


245.  —  Variation  de    y  =  ex'-rj)xf(?       Tangente  aux  points  où  la  courbe  rencontre  Ox.  (P.) 

240.  —  Quelle  est  la  règle  de  L'Hôpital?  Supposons  que  le  rapport  des  dérivées  premières  soit  indéterminé  ;  ([ue  faut-il 

faire?  iL.) 

247.  —  Dérivée  de    arc  sin  (3.r  —  4./').     Relation  entre    arc  sin  (3x  —  4a-')    et   arc  sin  j;.  (L.) 

'2\H.  —  Arrangements  avec  lépétition.  (L.) 

24î».  —  Permutations  complètes,  combinaisons  complètes.  (L.) 

250.  —  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  raisons  r  et  q  des  deux  progressions  <|ui  servent  à  détinir  un  système  de 
logaritbnies  pour  que  la  base  du  système  soit  un  nombre  donné  ?  (P.) 

251.  —  Variations  de    w  = •     Tangente  au  i)oint  de  la  courbe  situé  sur  Oy.  .  (P.) 

i  -h  X  —  Lx 

252.  —  Exprimer  que  l'équiition    x^  +  px'^~\-q—  ù    a  trois  racines  réelles.  (F.) 
203.  —  ./■  e<t  le  nundire  de  cliilIVes  d'un  nombre  y  (partie  entière).  Limite  de  —  lorscpie  y  devient  infmi.        (L.) 

254.  —  Comment  trouve-t-on  le  nombre  des  racines  distinctes  d'une  équation?  .         (P.) 

255.  —  Calculer  les  différences  successives  de  x"*,  quand  x  croît  par  intervalles  égaux.  (L.) 

250.  —  Différentielle  dime  fonction  composée    y  =  ({u,  v),   n  et  v  étant  deux  fonctions  de  x.                             (P.) 

257.  —  Ktuiiier  la  série 

I      ^ 1_  J_ 

Parler  des  diverses  règles  de  convergence  des  séries.  (P.) 

258      -  Apiijiipier  je  tiiéorème  de  Uolle  ii  ré(iu;iliiiii  liicarrée.  (F,) 

e   ' 

250.   —  Variations  rte    y  = :^=^-  (L.) 

.T  -I-  V^i  —  .r- 

200.  —  Limite  lie     /  cos  —  \        quand  .r  devient  intiiii.  (L.) 


r  xMx 

201 .  —  Calculer  l'intégrale  indélinic     /    >    )/  étant  égal  à    .r  sin  » -f- cos  .r.  (L.) 

202.  —  Variations  de    »/  =  .re" *'"""'•  t'P.) 

20.'J.  —  Qn'appelle-t-on   éliminer  ime  inconnue  entre  deiiv  é(|ii,i|j(ins     f{.r\  ^  0    et    ^{x)  =:  O'I    Montrer  que  le  déter- 
minant d'KuliT  est  identique  au  résultant  donné  par  la  niétiiode  des  Ibnctions  symélricpies.  {(],) 
20'«.  —  Trouver  toutes  les  fonctions  continues  telles  que 

z'.r.  y]  =  'i(x)-i-'i{y).  (L.) 

205.  —  F.tude  de  la  série  dont  le  ternie  général  est 

2n4-l 


ri 

J 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


-2  (/ 

443.  —  I/équalion    -^  =  arc  col  —  4-  <I'  x- +  y-),    dans  laquelle  k-  est  une  constante  et  *  une  fonction 

arbitraire,  représente  une  infinité   de  surfaces   S    rapportées  à  trois  axes  rectanirulaires   OXYZ.    En  chaque 

point  M  d'une  surface    ï   on  mène  la  normale  et  la  parallèle  à  OZ  qui  coupent  lo  plan  XOY  aux  points  P,  (J. 

Démontrer  que  la  surface  du  triangle  OPQ  est  constante. 

(P.  Plk..) 

444.  —  L'équation    ^  =  arc  cot -^  H- '^(.(•- +  f/'^j     représente  une  infinité  de  surfaces   ï    rapportées  à 

trois  axes  rectangulaires  OXYZ.  En  chaque  point  M  d'une  surface    2   on  mène  la  normale  et  la  parallèle  à  OZ 
qui  coupent  le  plan  XOY  aux  points  P,  Q.   Démontrer  que  le  volume  du  tétraèdre  .MOPQ  est  constant. 

;ld.) 


DEUXIÈME    PARTIE 


ALGEBRE 


408.  —  On  demande  de  démontrer  fjite  les  leois  racines  de  l'r([ualii)n 

X^  -^-  'ilp.i-^-  -h  qx  -h  9pq  —  14o8yr''  =  0 
sont  en  pror/ression  arithmétiqne,  el  de  résoudre  celte  rqnation. 

Nous  allons  montrei"  qu'on  peut  déterminer  deux  nombres  a  et  r  tels  que  les  trois  racines  de  l'cMiua- 
tion  soient     a  —  r,     a,     a  +  /■, 

En  eflet  les  relations  entre  les  coeflicients  et  les  racines  peuvent  s'écrire 

3,,  =  _  27^,, 

3a^  —  r-  =  q, 

a{a'  —  r-)  —  14.o8yy'  —  î>/"/ ". 

tout  revient  à  établir  que  ces  trois  équations  sont  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  de  n  o\  r. 

Les  deux  i)remières  donnent 

'/  =  —  *.•/>,  /•-  =  243/r  —  '/  ; 

et  ces  deux  valeurs  vérilient  la  troisième  é(iualit)n,  ce  (pii  dcmoulie  la  proposition. 
Les  trois  racines  de  ré(|uation  sont  alors 

—  'dp  —  ^Viip'  —  q,  —  !»;>,  —  9/>  -h  s!'i\'ip-—q . 

Henri  HON.NAUI»,  lycée  de  Ui«rdt>au\. 

Ont  r(5s()lu  telle  qucsiion  :  MM.  K.-N.  Hvrisik.n  ;  Jean  IJonnkai',  \scéf  lio  Toulouse  ;  Ch.  I.AciKn,  à  Bri;un,oii  :  .\.  I.AniKAt'X, 
ljT(V!  (le  Hcsaiiroii  ;  Cicorjîcs  I.(h:ih:iiic.ii  ;  J.  Mosskry,  dli've  à  l'cVolo  tlos  ponls-el-ohaussi^es  ;  F.  I'ki.oiuki»,  n'piHilour  .au  toll^i;c  «lo 
(k'ile  ;  <'..-A.  Pouii.i.iAiiT,  à  Joij,'uy  ;  I'.  Sauot  cl  J.  C.orjoN,  pensionnat  île  Vallieiinite,  ;i  Sainl-Elieune  ;  Xamukc. 
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401.   —    l'ni'  fllipsf  tdiirni'  inilniir  (Ir  son  milrr,  l't.  <iit.v  puints   m'i   ilrii.v  droites  n'clonijulairt's  issues 
du  rentre  la  renranlreal ,   an  lui  mène  des  tan'jeiiti's ;  tronrer   le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  laUfjrntcs. 

Prenons  pour  a\(>s  les  droites  reclani;ulaires  donné(>s  ;  considérons  un   i>oint  M  du  lieu  ;  la  droiti» 


230 


(iKOMfiTlUE  ANAI.YTIOIJK 


<>M    M'iiconliv   l'cllipso    on  un  point  A'  ol  la  corde   des  conlacls  au 
M  1'"'"'     ••    Monous   OR'   paralIMo    à   Cl);    OA'   et   OU'   sont   deux   dia- 

nu'livs  conjufiur's  ;  en  (l('si<;Maiil  par   (t'   et    //    leurs  longucuis,  ou   a, 
puis(|uo  l'ellipse  est  de  -randcur  constante, 

n'-  -f-  //2  =  /c^ 

(i//  sin  0  =  m-  (o  =  OÎo). 

Soient   p   el   (o   les  coordonnées  polaires  du  j)oiul    M,     O.M  =  p, 
lOC  =  o;     connue  le  triangle  OIC  est  isocùlc,  on  a     0  —  2(0.     De  plus 

01  X  ?  =  a'-. 

11  est  facile  de  calculer  01  ;   si  l'on  rapporte  l'ellipse  aux  axes   OA'   et   OH',   les  coordonnées  du 
point  l)   sont  égales  à   01;    on  a  donc 


a'"  -+-  b"' 
ce  (pii  peut  s'c'crire,  en  li'uanl  compte  des  relations  précédentes, 


01"  = 


m' 


k-  sin-  2(0 


ou 


01  = 


vr 


k  sin  2(0 


et  par  suite 


=  a  • 


/••  sin  2(0 
(tu  aura  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires  en  éliminant  '/'  et  />'  entre  les  équations 

a'-  4-  h'-  =  A-'-,  a'h'  sin  2io  =  m-, 


k  sin  2(0 

Cette  élimination  ne  présente  pas  de  ditllculté  ;  la  dernière  équation  donne    a'-;    on  déduit  de  la 
priMuicre 


h'i  =  k^  —  a'^  = 


/••'  sin  2oj  —  »/^p 
/.■  sin  2(0 


et.  en  remplaçant  dans  la  deuxième. 


7n-p(k-^  sin  2(o  —  rn^p) 
1? 


vr, 


OU  w^p-  —  /.-'p  sin  2(0  H-  k'-in-  =  0. 

On  vdit  aisément  (jne  cette  équation  représente  une  courbe  symétriijue  par  rapport  aux  deux 

axes  Ox  et  O/y  et  par  rapport  aux  bissectrices  de  ces  axes  ;  il  sullira  donc  de  faire  varier  'o  de  0  à  — •-■ 

pMUr  (|ue  0  soit  réel,  rm  doit  avoir 

A"  sin^  2co  — .U-^m'>0 
d'où  l'on  lire,  en  supposant  sin  2(o  positif, 


sin  2'o  > 


/.-' 


Or  le  second  membre  est  jilus  petit  (pie  1,  car  on  a 

//(^  =  ni),  /.-  =  rt- -h /y-, 

a    et    /i    clanl  Ir-,  dmii-axcs  de  l'ellipse  ■.  il  e\i>le  doni;  un  anj.de    o    compris  entre    0    et  —    el  tel  (|ue 
l'on  ait 


sm  'f  =  — 


2n/> 


a-  -+-  Ir 
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L'inégalité  précédente  devient  donc 

2 

et  pour  que    p    soit  réel,  il  faut   faire  varier  w    de   —  à  —  •    En 

achevant  par  symétrie,  on  obtient  la  forme  ci-contre.  En  coordon- 
nées rectilignes,  l'équation  de  cette  courbe  est 

m*(.r2  -+-  if-){x-  +  if  +  m^f  —  Wxhf-  =  0. 

B.  CHAMPION,  lycée  dOrléans. 


Ont  résolu  celte  question  :  MM.  E.-N.  Harisiex  ;  A.  Lauheaux,  lycée  de  Hesançon  ;  F.  Pégoiueh,  répélilcuc  au  collège  de  Cette. 


407.  r-  On  considère  un  rectangle  ABCD,  duni  les  calés  sunt  respeclivement  parallèles  aux  ares  de 
coordonnées,  ri  dont  les  diagonales  passent  par  l'origine.  L\in  des  sommets^  A,  de  ce  rectangle  a  pour  coor- 
données a,  b. 

1°  Trouver  Véquation  générale  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  b's  trois  autres  sommets  B,  C,  D 
de  ce  rectangle.  Lieu  des  centres  de  ces  hyperboles. 

2"  Par  Voriginc  des  coordonnées  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes.  Chacune  de  ces  parallèles 
rencontre  l'hyperbole  en  un  point  ;  soient  M  e<  N  ces  deux  points.  Equation  de  la  droite  MN. 

3°  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  de  MN  avec  la  ligne  PQ,  qui  joint  1rs  jioints  de  contact  drs  tan- 
gentes issues  de  A, 

4°  On  prend  l'une  quelconque  des  hyperboles  j)récéde)ites  ;  le  diamètre  de  cette  hyperbole  qui  passe  par 
le  point     C( —  a,     —  b)     rencontre  la  ligne  MN  en  II,  et  PQ  en  S.  On  demande  le  lieu  de  K  c/  le  lieu  de  S. 

1"  Toutes  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  au  triangle  BCD  sont  tangentes  en  C  à  la  hau- 
teur Cil  ;  l'équation  de  cette  droite  étant 

ax  —  bi/  -+-  a-  —  4^  =  0, 

on  en  conclut  que  l'équation  générale  des  hyperboles  est 

f[x,  y)  =  l{x-i-a){y  -\-  b)  -f-  (bx  +  ay){a-v  —  by  -t-  a-  —  b-)  =  0. 

On  aura  le  lieu  des  centres  de  ces  courbes  en  éliminant  À  outre  les 
deux  équations 

/■;  =  l{y  -+-  b)  4-  b{ax  —  by  -+-</-  —  b-)  -+-  a{bx  -+-  ay)  =  0, 

f',^  =  l[x  -1-  a)  4-  a{ax  —  by  -h  a'^  —  b'^)  —  b{bx  -\-  ay)  =  0, 
ce  qui  donne 

x^  -h  ?/'  -f-  ax  4-  by  =  0  ; 

cette  écpiation  représente  le  cercle  passant  par  les  milituix  des  cotés  du  lriaii:-'lo  BCD,  c'o>t-a-dire  le 
cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  C'est  un  résultai  bien  connu. 

2°  L'équation  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'origine  est 

Xj-y  -\-  [bx  -\-  aij){ax  —  by)  =  0  ; 
en  la  retranchant  de  l'éciualion  de  l'hyperbole,  on  a  l'équation  de  la  droite  MN  : 

(1)  l{bx  -1-  ag  4-  ab]  4-  (a»  —  /r^ybx  4-  ".'/ '  =  0. 

.    3°  La  droite  PQ  est  la  polaire  du  point  A  ;  elle  a  pour  é([ualion 

(2)  l(bx  4-  ay  4-  ''lab)  4-  ab{ax  —  by  4- «^  —  b^)  4-  («/'  —  b^[bx 4- ay]  =  0. 

En  éliminanl  À  eiilr(>  ces  den\  dernières  écpiations,  nous  aurons  h'  lieu  dn  iiolnl  de  rencontre  dos 
droites  MN  et  PQ. 
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On  obliiMil  après  im  calcul  facile 

[n.r  —  /'J/jI",'/  -I-  ff-^  -+-  (if>j  —  (i/>{à-  —  h-)  =  0  ; 
celle  é(iualioii  rcprcsciile  un(>  liypcil)i)Ic  tMiuilalcro  ayant  pour  asymplolos  la  droite  KK  qui  joint  les 
milieux  des  côtés  HC  et  CD  et  la  perpendiculaire  ù  celte  droite  passant  i)ar  l'origine.  Kn  outre  on  re- 
connaît aisément  que  cette  hyperbole  passe  par  le  point  C. 

4"  In  diamètre  quelconque  de  l'hyperbole 

l{x  -h  aX,'/  +  ^')  -\-  {f)X-{-  ay){ax—  Inj  4-  «'^  —  l>^)  =  0 

a  pour  etiualion 

X{y-\-  h)  -h  b{ax  —  bij  -h  a^  —  b')  +  (i{bx  +  a;/}  -+-  w  '/~{x  4-  a)  -h  a{ax  —  hij  -h  a-  —  //^)  —  lt[hx -\- ay)]  =  0; 

a 
écrivons  que  ce  diamètre  })nssi^  par  le  point   ('..  nous  avons     m  =:  --  ;      en  lransi)orlant  cette  valeur 

dans  l'équation  du  diamètre,  on  a 

(3)  l[ax  4-  bij  4-  a-  -+-  b'^)  +  («"  +  b-)[ax  —  by  h-  a^  —  b-)  =  0. 

Le  lieu  du  point  R  s'obtient  en  éliminant  X  entre  les  équations  (l)  et  (3)  ;  il  vient  immédiatement 
bx  -t-  ay  -\-  ab  [a^  —  b'^){bx  +  ay) 

ax  -h  by  4-  (i-  4-  b^        [a-  4-  b^)[ax  —  A  y  H-  a^  —  b-) 
ce  (lui  peut  s'écrire 

2(/At-  —  n-y-)  4-  («'  +  b-){ax  —  by  +  a^  —  b-}  =  0. 

C'est  réqualion  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  diagonales  du  rectangle 
et  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  de  ces  diagonales  avec  la  droite  Cil. 

Enfin,  on  aura  le  lieu  du  i)oint   S  en  éliminant  À  entre  les  équations  (2)  et  (3)  ;  on  obtient 
b.i-  4-  (ly  4-  2«/y  iib{ax  —  by  -\-  a^  —  b^)  4-  (a^  —  b^){bx  4-  ay) 

(IX  4-  by  -h  a-  4-  b'^  "  (a^  4-  b^){a  c  —  by  4-  n^  —  //^) 

cl  en  réduisant 

C2b^  —  n^)x^  -  (2a-  —  b-)y^  ■+■  2ab{bx  —  ay)  4-  a*  —  //  =  0. 

Ce  lieu  est  une  conique  ;  a  étant  plus  grand  que  b,  la  conique  est  une  ellipse  si  a  est  plus  grand 
que  b)/~2.,  une  hyperbole  si     a  <  b\/2  et  une  parabole  si     a  =  ///S  . 

A.  LAUREAUX,  lycée  de  Besançon. 

Ont  résolu  celle   quesliou    :    .MM.  F.  PÉ(ioniEn,  répétiteur  au    coll('i;e  de  Cette  ;  M. -A.  Poi'iLi.iAnr,  à  Joiiiny  :   Rojtcr  Vauigault, 
soldai  au  13î°  de  ligne. 


414.  —  Sait  un  auylc  XOV  ''t  u»  point  P  de  son  plan.  Par  les  poinls  0  cl  P  on  fait  passer  une  cir- 
confén'ncr  de  cercle  variable  coupant  les  côtés  de  Vanyle  aux  poinls  A  e<  B.  Trouver  le  lieu  de  l'orllw- 
cenlrc  du  triangle  ABO. 

Prenons  pour  axes  les  côtés  de  l'angle  donné  ;  un  cercle  quelconque  passant  par  l'origine  a  pour 

équation 

x^  4-  2xj/  cos  0  4-  '/^  —  Àx  —  [j.y  =  0  ; 

il  rencontre  Oa-  au  point   A(>.,  0)  et  0//  au  point   B(0,  .a).   En  écrivant  que  ce  cercle  passe  par  le  point 

P(a,  p),  on  a 

%-  H-  2apC0S  6  4-  [i*  —  >.a  —  \i'p  —  0. 

Les  hauteurs  du  triangle  .\B0  menées  par  les  points  .\  et  B  ont  pour  éciualions  respectivement 

(a-  —  À) cos  0  4-  j/  =  0 , 

(»/  —  |jl)cos  0  4-  a:  =  0  ; 

en  éliminant  À  et  a  entre  ces  trois  dernières  équations,  on  aura  ré(piatiiin  du  lieu  ;  un  obtient 

afxcos  0  H-  7/)  4-  ?•(.»/ cos  0  4-  j:)  —  cos  0(a-  4-  ^ïfJCOS  0  -H  '{j-)  =  0. 

I.e  lini  c^l  une  rlroile. 

Solution  géométrique.     -  .^baissons  du  [xjiul  P  les  perpendiculaires  PC  sur  UA  et  PD  sur 
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OB,  La  droite  CD  est  lu  droite  de  Simson  relative  au  point  P  et  au  triangle  ABO.  Or  on  sait  que  si  Ton 

joint  le  point  P   à  Torthocentre    H   du  triangle,  le  milieu  di3  PH  est  sur  la  droite  de  Simson.  La  droite 

CD  étant  fixe,  le  lieu  du  point  II  est  une  i)arallcle  à  CI). 

XAMBEU. 

Oui  résolu  celle  questiou  :  MM.  !..  J$Aii,r.v,    lycée  ilc  Dijon;  Henri  Bo.nnahd,    lycée  ilc  Hordeaux  ;  A.  Laure.xux,  lycée  de  Besaaçou  ; 
F.  PicooiiiKR,  répélileur  au  collège  de  Celle;  G.   A.   l'orii.LiAnr,    à    Joigny  ;    P.   Sadot,    a    Saint-Elicnue  ;    Henri   Vilai.n,  S«  régiincnl 

irartiUci'ic. 


419.  —  On  donne  un  angle  droit  xOy,  et  l'on  inscrit  dans  cet  angle  idi  rectangle  dont  la  seconde  diago- 
nale est  à  une  distance  fixe  du  point  0.  On  demande  le  lieu  du  point  de  concours  de  la  parallèle  à  cette 
diagonale  menée  par  le  point  0  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  soniniet  opposé  sur  la  même  diagonale. 

Soit  OACB  le  rectangle  variable  considéré  dans  une  de  ses  positions  ;  désignons  par  a  et  S  les 
valeurs  algébriques  des  deux  segments   OA    et   UB  ;  les  coordonnées  du  point   C    sont  alors   a    et    p, 

X        y 
l'équation  de  la  droite  AB  est     —  4--| 1  =  0,     et,  par  suite,  celle  de 

X         y 

la  parallèle   OM   menée  par  le  pomt   0  à  AB  est [--7-  =  0;     on  ob- 

a  p 

tient  immédiatement  l'équation  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  C 
à  cette  droite  et  l'on  trouve  ainsi  la  nouvelle  équation  3t(x — a) — ^(?/ — ?)=0. 
Exprimons  enfin  que  l'origine  est  à  une  distance  constante  de  la  droite  AB  : 
nous  aurons,  en  désignant  cette  dislance  par  a, 

ou  ai(a2  +  ^^^)  =a2^i^ 

Pour  obtenir  le  lieu  demandé,  il  nous  reste  à  élimiminer  a  et  !i  entre  les  trois  équations 

X         y 

a  p 

a(a;— a)  — ^(y  — ^) 

et  •  a^a2-^p^)  — a'^32  : 

Or  la  première  é(iuation  nous  donne  de  suite 


0, 


a-         —  y 

d'autre  part,  la  seconde  équation  contient,  en  debors  des  deux  parcnlbèses,  a  et  ^  d'une  façon  linéaire 

et  bomogène;  en  les  remplaçant  aussi  par  les  (puinlités  proportionnelles     x    et    —  t/,     cette  seconde 

équation  devient 

au,-  -+-  p//  =  X-  -+-  y-  ; 

il  n'y  a  plus,  dès  lors,  ([u'à  multiplier  les  deux  rapports  précédents  liant  et  bus  et  respoclivement  par   x 

et  p  et  les  ajouter  pour  uvoir  les  vulcurs  de  x  et  ^  ;  on  obtient  uinsi 


P 


r 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'éiiuation 


X'  —  j/' 


a\^'+'^')  =  oi^'^\ 


on  u  finultMuent  Téipiution  du  lieu 

(1)  xh,\x'+y^)  =  a\x'-y''Y. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  transformerons  l'équation  en  coonloiuioes  polaires,   en  posant 
a-  =  p  cos  (o,     y  =  p  sin  w  ;     nous  aurons  ainsi 

p-  sin'- 10  ces-  w  =  a-  cos  2'o  ; 
nous  obtenons  ainsi  les  deu\  é([ualions 

0  '-  '•2a  col  2co  et  ?  —  — 2(/  eut  2(". 


QURSnoNS    PROPOSKKS 


11  osl  facile  lie  luonlit'r  (luc  c-,  iUmix  ('([iialioiis  rcpii'sciili'iil  la  inriuc  courhc.  lui  cIlVl,  si  nous 
considérons  pour  la  |)n>inièrtM''(|iiali(iii  la  dircclion  a  el  pour  la  seconde  ladiivclion  --+-(.),  nous 
ublouons  doux  valeurs  de  s  égales  cl  de  signes  contraires,  et  par  consé(|uenl  le  mênin  iioinl .  Il 
sufllil  donc  d'éludicr  la  première  iMiualion.  Colle  équation  ne  contenant  (juc  les  lignes  lrigononié(ri(iues 

de  l'angle  o,  on  aura  loule  la  courbe  en  faisant 
varier  w  dans  nn  inl(>rvalle  total  égal  à  2-, 
par  exemple  de  — -  à  +7:;  or  si  l'on 
change  o  en  — w,  p  ne  fait  que  changer  de 
signe  ;  il  en  résulte  (pie  la  courbe  est  symétri- 
que par  rapport  à  Oij  ;  en  tenant  compte  d(; 
cette  symétrie,  il  sullil  donc  de  faire  varier  oj 
de  0  à  -  ;  si  Ton  change  maintenant  lo  en 
-  —  0),  p  ne  fait  encore  que  changer  de  signe;  ce 
résultat  indique  une  symétrie  par  rapi)ort  à  0,r, 
el  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  suffit 

de  faire  varier  (•)  de  0  à— • 
2 

Dans  cet  intervalle,  la  cotangonle  de  2(o  dé- 
croit  de     4- X      à     — X,     elle   passe   par  0 

pour    (0  =  — .     Mais  on  peut  encore  abaisser 

4 
cet  intervalle  cl  montrer  qu'il  suffit  de  faire  va- 
rier   co    de   0  à  —   ;    car  si   on  change    o>    en 

—  —  10,    col  2w  change  encore  de  signe,  })ar  suite  aussi  0,  et  ceci  indique  encore  une  symétrie  par  rap- 
port à  la  seconde  bissectrice. 

La  distance  à  l'origine  de  Tasymplotc  parallèle  à  Ox  s'obtient  en  cherchant  la  limite  de  p  sin  «j  ou  de 

—,  pour    (o  =  0  ;     cette  limite  est  égale  à  a.  Comme,  d'autre  part,  cette  quantité  est  plus  petite 

COS  (•) 

que    rt,    pour  les  petites  valeurs  positives  de    "■>,    la  courbe  est  au-dessous  de  son  asymptote,  et  coque 
nous  avons  dit  suffit  à  la  tracer  entièrement. 

Ont  résolu  celte  question  :  MM.  E.  N  Barisien:  Henri  I!o.\naiui,  lycco  de  lîordeaux  ;  Maiio  Cn^sni:  ;  (1.  I^  i;i>Kiiu;ir,  à  lîDUon  ; 
J.  MAnciiAi.  ;  F.  l'É(ioniEii,  collège  de  Celle;  0.  A.  Poiii.i.aiit,  à  Joii;iiy  ;  P.  Sauot,  pensionnat  Vallicnoilc,  Sainl-Ktienue  ;  Xamiiki', 
collège  Chaptal. 


QUESTIONS    PliOPOSKI'S 

445.  —  On  considère  une  hyperbole  écjuilatère  et  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  celle  liypcM-bolc  el 
rectangulaires  entre  elles.  Ou  dcriiandc  de  moiilrer  : 

1°  Que   renvelo[)pe   de   l'une  des   droites,  I),  est  une   [)arabole,  quand  la  seconde,  D,,  tourne  autour  d'uu 
jtoinl  fixe  P  ; 

2"  Que  si  P  décrit  un  cercle  passant  au  contre  do  l'hyperbole,  le  foyer  de  la  parabole  décrit  une  droite. 

3"  Trouver  l'enveloppe  de  celle  droite  quand  le  rentro  du  cercle  dôrril  l'iiyperbole  donnée. 

\i.  Behthki.ot. 


446.  —  Lieu  du  milieu  d'une  corde  constante  inscrite  dans  une  parabole  donnée. 


L.  .Mks>i:nt. 


447.  —  Ln  fcrcle  ("/  roule  sur  un  autre,  C,  fixe,  qui  lui  est  égal.  Soient  M'  un  point  fixe  sur  ('/,  M  son 
rorrcs|M)ndanl  en  ('.  La  droite  MM'  coupant  C  en  A,  C'  en  A',  on  joint  M',  A  avec  le  [)oint  N  de  contact  de 
deu.x  cercles  ;  on  dcniande  : 

!•  Dp  dénionlier  (pio  le  triangle  .M'.NA  est  rectangle  ; 

2"  DVn  (iéduii*;  le  lieu  du  point  M'.  (Ce  lieu  n'est  pas  une  conique.) 

S.  CiiASsioT,  Collège  Cliaplal. 


BAR-LE-MC.  —    IMP.    COMTE  JACffl'ET. 
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